
Лекция 2.9. 
Критерии и свойства канонических преобразований 

 
1. Для интегрируемости уравнений динамики большое значение имеет выбор 

координат, определяющих состояние системы.  
В качестве обобщенных координат могут быть выбраны любые величины, 

однозначно определяющие положение системы. Оператор Лагранжа не зависит от этого 
выбора. При введении новых координат допустима зависимость от времени 
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При точечных преобразованиях наряду с сохранением оператора Лагранжа не 
изменяет свою форму и оператор Гамильтона. Однако оператор Гамильтона допускает 
более широкий класс преобразований. Это связано с тем, что в методе Гамильтона в 
качестве переменных наряду с координатами выступают и импульсы. Понятие 
преобразование расширяется и включает в себя преобразование всех  переменных ( 12 +N )

( ) ( ) NOspqPPpqQQ ss
ss ,,,,,,, === ττ . Однако эти преобразования не 

произвольны. Ограничение состоит в том, что алгоритм составления уравнений динамики 
любой системы должен сохранить свою гамильтонову форму. Такие преобразования 
называют каноническими. 

Важность изучения канонических преобразований связана с тем, что эти 
преобразования дают возможность заменить исходную гамильтонову систему другой 
гамильтоновой системой, в которой функция Гамильтона имеет более простую структуру, 
чем исходная. 
Определение.   Неособенное преобразование переменных  ( ,,, )~~ pqtqq ii =    

( ) nipqtpp ii ,,,,~~ 1==    называется каноническим, если оно переводит любую 

гамильтонову систему снова в гамильтонову систему   HH ~⇐⇒ . 
Теорема.   Необходимым и достаточным условием каноничности преобразования 

( ),,,~~ pqtqq ii =  ( ) nipqtpp ii ,,,,~~ 1==  является существование производящей функции 
F  и некоторой постоянной 0≠c , при которых имеет место тождество 
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В расширенных фазовых пространствах ( )pqt ,,  и ( )pqt ~,~, , переходящих одно в другое 
при рассматриваемом преобразовании, возьмем два “плоских” замкнутых контура  и oС

oС
~

, также переходящих один в другой. Построим трубки прямых путей для этих 
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В первых инвариантах перейдем от переменных ( )pqt ~,~,  к переменным ( ) : pqt ,,
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По теореме Ли Хуа-чжуна универсальные интегральные инварианты могут 
отличаться только постоянным множителем. Таким образом,      

   ∫∫ ∑ ∑ −==⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

= = СС

n

i

n

i

i
i

i
i FtHqpctHqp δδδδδ 0~~~

1 1
    

и так как контур произвольный, подынтегральное выражение есть полный дифференциал. 
Согласно обратной теореме достаточность следует из равенства 
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2. Подойдем к критерию с других позиций. Отметим, что функция Лагранжа может 

быть определена с точностью до постоянного множителя и аддитивной полной 
производной по времени какой-либо функции координат и времени 

( ) ( ) ( )QF
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ττ += ,  в чем можно убедиться прямыми вычислениями :  
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2.1. Пусть некоторая динамическая система описывается двумя наборами 
гамильтоновых переменных PQ ~,~,τ  и PQ,,τ . Соответствующие этим описаниям 

функции Лагранжа в QQ ~,~,τ  и  переменных QQ,,τ
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могут отличаться друг от друга на полную производную по времени некоторой функции 
координат и времени :  
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Пусть преобразование задано равенствами  ( ) ( PQPPPQQQ ii
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Подставим эти производные в равенство (*) и приравняем коэффициенты перед 

скоростями   α
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Равенство свободных членов дает еще одно соотношение 
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Из этих сумм составляют разности, называемые скобками Лагранжа 
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При  каноническое преобразование называется унивалентным. 1=с
2.2. Двум наборам гамильтоновых переменных PQ ~,~,τ  и PQ,,τ , описывающих 

динамическую систему, можно также сопоставить функции Лагранжа соответственно в 
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Подстановка в это равенство выражений для производных      
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дает систему уравнений (коэффициенты перед скоростями )     
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Существование производящей функции обеспечивается выполнением равенств 
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2.3. Критерием каноничности преобразования ( ) ( PQPPQQ ,, )~,,,~ ττ  можно считать 
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Четыре блока этой матрицы представляют собой скобки Лагранжа, например,   

 [ ]βα
βαβα QQ

Q
P

Q
Q

Q
Q

Q
P

Q
P

Q
Q

Q
Q

Q
P N

oi

i
ii

i

TT

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ∑

=

~~~~~~~~
 

и поскольку преобразование каноническое имеем  TM JM cJ= . 
 Матрицы, удовлетворяющие этому свойству, называют обобщенно–
симплектическими, а в случае унивалентного преобразования – симплектическими. 
Условие обобщенной симплектичности матрицы Якоби можно рассматривать как 
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критерий каноничности преобразования. Все обобщенно-симплектические матрицы 
образуют группу и . ncM ±=det

Для того чтобы некоторое преобразование ( ) ( PQPPPQQQ ,, )~~,,,~~ ττ ==  было 
каноническим, необходимо и достаточно, чтобы соответствующая этому 
преобразованию матрица Якоби была обобщенно-симплектической с постоянной 
валентностью . Условие симплектичности должно выполняться тождественно 
относительно всех переменных 

c
NiPQ i

i ,0,, = .  

2.4. Отметим, что   2 10 0 0
0 0 0
E E E

J E
E E E

−− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ J J= = − = − = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   то есть 

, и запишем условие каноничности преобразования   1J − = −J TM JM cJ=     в 
измененной форме. Умножая обе части этого равенства слева на , а справа на ( ) 1TM

− 1M − , 

получаем  ( ) ( ) ( )1 11 1 11 T TJ M JM M J M MJM
c

− −− − −= = − = −
1T −
  или 

( ) TT MJMJ
c

MJMJ
с

=→=
−− 11 11 .   Проведем вычисления    

  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=

Q
P

P
P

Q
Q

P
Q

E
E

P
P

Q
P

P
Q

Q
Q

MJ ~~

~~

0
0

~~

~~

,   

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= TTTT

TTTT

T

P
P

Q
P

Q
P

P
P

P
Q

Q
P

Q
Q

P
P

P
P

Q
Q

Q
P

P
Q

P
Q

Q
Q

Q
Q

P
Q

MJM ~~~~~~~~

~~~~~~~~

 .    

Четыре блока этой матрицы есть множество скобок Пуассона, например, 

( )βα
αβαβ

QQ
P

Q
Q
Q

Q
Q

P
Q

P
Q

Q
Q

Q
Q

P
Q N

oi i
ii

i

TT
~~~~~~~~~~

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ ∑

=

   

и условия каноничности преобразования могут быть записаны с помощью скобок 

Пуассона в виде   ( ) ( ) ( ) 0~~,1~~,0~~
=== βα

α
ββ

αβα δ PP
c

PQQQ .  

 
Важным фактом является инвариантность скобок Пуассона относительно 

унивалентных канонических преобразований  ( ) ( )( ) ( ) (( )PQPQcPQPQ ,, )~,~~,~ ψϕψϕ = .  

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

∑ ∑

∑ ∑

∑

= =

= =

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂

=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂
∂

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

N

oij

N

o

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

N

o

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
iN

oij j
i

N

o

Q
PQ

P
PQ

P
PQ

Q
PQ

PQPQ

Q
PQ

PQP
PQ

PQP
PQ

PQQ
PQ

PQ

QPPQ

α
α

αα
α

α
α

αα
α

α
α

αα
α

ψϕ

ψϕψϕ

ψϕψϕψϕ

~~~~

~~~~

~~~~~~

 

В этом выражении сокращаются все произведения в скобках кроме 
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  1~~~~,1~~~~ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂ ∑∑

==

N

oi

i
i

i
iN

oi

i
i

i
i

P
P

Q
Q

Q
P

P
Q

Q
P

P
Q

P
P

Q
Q

α
αα

α
α

αα
α

 

поэтому  ( ) ( )ϕψψϕψϕψϕ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= ∑
=

N

oi
i

ii
i QPPQ

~~ . 

 
2.5. Преобразование может быть задано равенствами 

 ( ) ( )PQPPPQQQ ii
ii ~,~,,~,~, ττ == ,   тогда      

    ,~
~

~
~ α

α α

α

α
αττ

P
P
QQ

Q
QQQ

d
d N

o

iN

o

ii
i ∑∑

== ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=       

    α
α α

α

α
αττ

P
P
FQ

Q
FFF

d
d N

o

N

o

~
~

~
~ ∑∑

== ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= .   

Подставим эти производные в равенство (*) и приравняем коэффициенты перед 

скоростями α
α PQ ~,~

   
αα

ααα P
F

P
QPс

Q
FP

Q
QPс

iN

oi
i

iN

oi
i ~~,~

~
~ ∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

−=+
∂
∂

− ∑∑
==

.   

Равенство свободных членов дает еще одно соотношение 

   
ττ ∂

∂
++

∂
∂

−= ∑
=

FcHQPсH
N

oi

i

i
~ . 

Существование производящей функции ( )[ ]PQQQF ~,~,,~, ττ  и отличной от нуля 
валентности  обеспечивается равенствами       

  

с

,~~~~~~

,~~~~~~

,~~~~~~

2

2

2

αββαβα

α
βα

ββ
α

β
α

βααβαβ

δ

P
Q

P
P

P
Q

P
P

PP
F

Q
Q

P
Pс

P
Q

Q
Pс

PQ
F

Q
Q

Q
P

Q
Q

Q
P

QQ
F

iN

oi

i
iN

oi

i

iN

oi

i
iN

oi

i

N

oi

iN

oi

i
i

i

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

∑∑

∑∑

∑ ∑

==

==

= =

 

которые эквивалентны скобкам Лагранжа  [ ] [ ] [ ] 0~~,1~~,0~~
=== βα

α
ββ

αβα δ PP
c

PQQQ . 

 
2.6. Полезно рассмотреть переход к новым гамильтоновым переменным 

непосредственно в уравнениях Гамильтона       

  
.~

~
~

~

,~
~

~
~

i

N

oj

i
N

o

iii

i

N

oj

iN

o

iii

Q
HP

P
PQ

Q
PP

d
dP

P
HP

P
QQ

Q
QQ

d
dQ

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∑∑

∑∑

==

==

α
α

α

α
α

α
α

α

α
α

ττ

ττ
 

После умножений этих уравнений соответственно на ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

β
β Q

P
P
P ii ~~  , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

−
β

β Q
Q

P
Q ii

~~  и 

суммирования по индексу i  получим      
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[ ] [ ]

[ ] [ ] .~~~
~~~~~~

,~~~
~~~~~~

βββ
α

β
αα

βα

α

α

βββα
βααβ

α

α

α

ττ

ττ

Q
HP

Q
Q

Q
PQQPPQQQ

P
HP

P
Q

P
PQPPPPQQ

N

oi

i
i

i
iN

o

N

o

N

oi

i
i

i
iN

o

N

o

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−=+

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−=+

∑∑∑

∑∑∑

===

===
 

Преобразуем правые части этих уравнений  

.~
~11

~

~~~~~~

,~
~11

~

~~~~~~

ββ

ββββββ

ββ

ββββββ

τ

ττττ

τ

ττττ

Q
H

c
HF

с
PQ

Q

Q
HP

Q
QPQ

QQ
HP

Q
Q

Q
PQ

P
H

с
HF

с
PQ

P

P
HP

P
QPQ

PP
HP

P
Q

P
PQ

N

oi
i

i

i

N

oi

iN

oi
i

iN

oi

i
i

i
i

N

oi
i

i

i

N

oi

iN

oi
i

iN

oi

i
i

i
i

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

−
∂
∂

=

=
∂
∂

−
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

∂
∂

−
∂
∂

=

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−

∑

∑∑∑

∑

∑∑∑

=

===

=

===

 

Учитывая значения скобок Лагранжа, получаем  
ββ

β

β

Q
HP

P
HQ ~

~~,~
~~

∂
∂

−=
∂
∂

= . 

 
3. Перейдем к рассмотрению структурных формул критерия каноничности 

преобразования. Равенства (*) и (**) можно объединить в одно     

( ) ( )

( ) ∑∑∑∑

∑∑∑∑

====

====

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−=−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

1111

1111

~
~

~
~

~,,~,,

,,~,~,~~~~~

β
β

β

α

α
α

β

β
β

α

α
α

τ
τ

τ

ττ

P
P
FQ

Q
FP

P
FQ

Q
FFPPQQF

d
d

PQHQPQPсPQHQPQP

i
j

j

i

i
i

j

i
j

i

i
i

 

Приравнивая свободные члены и коэффициенты перед α
α PQPQ i

i ,,~,~
, получаем  

  
.~

~,~
~

,,
,~

j

j
ii

Q
P
FP

Q
F

cQ
P
FcP

Q
F

d
dFcHH

=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

+=

β

β
αα

τ
 

В качестве независимых переменных можно выбрать половину исходных 
переменных и вторую половину новых переменных. Это возможно, если какие либо 1+N  
выражений из ( )PQQQ ,,~~ τ= , ( )PQPP ,,~~ τ=  разрешимы относительно исходных 

переменных: ( ) ( )[ ] ( QPFPQPQPPQPQQ
Q
Q ~,,,~,,,~~~,,0 )
~

det ττττ →=→=→≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

;  

 ( ) ( )[ ] ( QQFQQPQPPQQPP
P
Q ~,,~,,,,~~~,,0 )
~

det ττττ →=→=→≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

;  

 ( ) ( )[ ] ( PPFPPPQPPPPQQ
Q
P ~,,,~,,,~~~,,0 )
~

det ττττ →=→=→≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

;  
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 ( ) ( )[ ] ( PQFPQPQPPPQPP
P
P ~,,~,,,,~,,0 )
~

det ττττ →=→=→≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

.  

 Например, подстановка решений ( )PQPP ~,,τ=  в выражения ( )PQQQ ,,~~ τ=  дает 

( )PQQQ ~,,~~ τ= . Валентность и производящая функция определяются структурными 

формулами ( ) ( )PQQ
P
FPQcP

Q
F j

j

~,,~
~,~,, τταα =

∂
∂

=
∂
∂

, если выполнены условия 

существования производящей функции  
β

α
α
β

βα Q
Pc

Q
P

c
QQ

F
∂
∂

=
∂

∂
=

∂∂
∂ 2

,    

  α
α

α Q
Q

P
Pc

QP
F j

jj ∂
∂

=
∂
∂

=
∂∂

∂
~

~~
2

,    
i

j

j

i

ij P
Q

P
Q

PP
F

~
~

~
~

~~
2

∂
∂

=
∂
∂

=
∂∂

∂
. 

 
3.1. Покажем, что переход к независимым переменным в уравнениях Гамильтона  

Nl
Q
HPMQl

P
HQ

M

o

N

o
,0,,,0,0, =−

∂
∂

−====
∂
∂

= ∑∑
==

αλνϕ ν
α

ν
ναα

α

α

ν
α

ν

α

α  

с конечными связями является каноническим преобразованием.  
Уравнения связей ( ) MconstQQx No ,0,,..., === νϕνν  позволяют выразить все 

исходные координаты как функции независимых координат  MNnniqi −== ,,, 1 . 

 ( ) N
P
VxqQQ ,0,, =

∂
∂

−== α
α

αα  и наоборот – все независимые координаты как 

функции исходных координат  

 ( ) ( ) .,1,,,, M
y
WQxnoi

p
WQqq

i

ii =
∂
∂

===
∂
∂

== νϕ
ν

νν  

Производящая функция этого преобразования в ( )qP,  описании имеет вид  

( ) (∑
=

−=
N

o
xqQPqPV

α

α
α ,, ) либо в ( )pQ,  описании . ( ) ( ) (∑ ∑

= =

+=
n

oi

M
i

i QxyQqppQW
1

,
ν

ν
ν )

В этих преобразованиях задействованы только связи, стационарные по τ . 
Соответствующие импульсы введем соотношениями  

N
Q
xy

Q
qp

Q
WP

Min

oi
i ,0,

1
=

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

= ∑∑
==

αα

ν

ν
νααα  

либо   noi
q
QP

q
Vp i

N

o
ii ,, =

∂
∂

=
∂
∂

−= ∑
=

α

α
α       

   .,1, M
x
QP

x
Vy

N

o
=

∂
∂

=
∂
∂

−= ∑
=

νν

α

α
ανν  

Отметим равенство нулю скобок Пуассона        

  ( ) ( ) ( ) 0,0,0
1

=
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=== ∑
=

i

N

ii
i

qQq
Qxpxxxq

ν

α

ν

α

α
νµνν ϕϕ

. 

Все величины pxq ,,  в скобках Пуассона рассматриваются как функции . Таким 
образом, любая функция переменных 

PQ,
pxq ,,  находится в инволюции с функциями 

( ) .,1, MQ =νϕν  Существование производящей функции обеспечивает каноничность 

рассмотренного перехода от переменных NPQ ,0,, =αα
α  к переменным 
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,,,, noipq i
i =   Myx ,1,, =νν

ν  и выполнение критерия каноничности в виде 

скобок Лагранжа   [ ] [ ] [ ] Npqppqq ,0,,,0,0 ==== βαδ α
ββ

α
βα

βα . Функции 

Myx ,1,, =νν
ν  обозначены здесь как Nnpq ,,, 1+=αα

α  
Переходя к новым переменным, получаем  

M
x
Hy

y
Hx

noi
q
Hp

p
Hq

i

iooii
i

i

,1,0

,,

=−
∂
∂

−==
∂
∂

=

=−
∂
∂

−=
∂
∂

=

νλ

δλ

νν
ν

ν

 

Для натуральной системы функция Гамильтона имеет вид 

 ( ) ( ).,
2
1

2
1,,,

11
xqПyyppAppAypxqH

M

i

n

oij

n

oi

M
i

ji
ij +++= ∑∑ ∑∑

== = = νµ
µνν

ν

ν  

Отметим возможность исключения импульсов My ,1, =νν  из первых  уравнений. n2

Из равенств MyApAx
n

oj

M

j
j ,1,0

1
==+= ∑ ∑

= =

ν
λ

λ
νλνν  можно выразить импульсы 

My ,1, =µµ . Пусть −νλB матрица, обратная матрице  то есть ,λµA

MAB
M

,1,,
1

==∑
=

µνδ
λ

µ
ν

λµ
νλ . Тогда MpABy

M n

oj
j

j ,1,
1

=−= ∑∑
= =

µ
ν

ν
µνµ   и 

 noipABAAq j

n

oj

M
jiiji ,,

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑ ∑

= =µν

ν
µν

µ . 

Из процедуры Фробениуса обращения блочных матриц следует, что 

 nojiABAAA j
i

M
jj

n

o
i ,,,

1
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∑∑

==

δ
µν

ν
µν

αµα

α
ν ,   где  −= NiAi ,0,, αα матрица 

кинетической энергии в переменных  Mnoixqi ,1,,,, == νν . Таким образом, 

матрица кинетической энергии системы в переменных noipq i
i ,,, =  имеет вид 

∑
=

=−=
M

jiijij nojiABAAa
1

,,,
µν

ν
µν

µ .  Исключение импульсов My ,1, =µµ  из второй 

группы уравнений дает 

nos
q
Пpp

q
a

q
ПpABpAB

q
A

pABp
q
ApABp

q
App

q
A

q
Пyy

q
Ayp

q
App

q
Ap

iji

n

oij
s

ij

i

M n

oj
j

j
M n

oi
i

i
M

s

M n

oi
i

j
j

n

oj

M

s

jM n

oj
j

j
i

n

oi

M

s

i

ji

n

ij
s

ij

i

M

ii

n

oi

M

s

i

ji

n

ij
s

ij

s

,,
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

111

1111

11

=
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

−

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=

=
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−=

∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑∑∑∑∑

∑∑∑∑

== == ==

= == == == =

== =

µ

µ
µβ

ν

ν
αν

αβ

αβ

µ

µ
νµ

µ

µ

ν

ν
µν

µ

µ

αβ
βα

αβ

µ
µ

µ

 

 
Этот результат становится очевидным, если учесть тождество 

  M
q
B

B
q
AB ss

M

,1,,
1

=
∂

∂
−=

∂
∂∑

=

µννµ
βµ

αβ

αβ
αν . 

Итак, переход к независимым переменным  сводится к подстановке выражений для 
импульсов  в функцию Гамильтона 

pq,
( pqxyy ,,= ) ( )[ ]ppqxyqxH ,,,,, . 
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Возможен обратный переход от системы ji

n

oij

ij ppaT ∑
=

=
2
1

 к системе со связями 

βα
αβ

αβ PPAT
N

o
∑
=

=
2
1

.  Для этого уравнения связей следует ввести в виде 

NnyApAx
N

n
j

n

oj

j ,1,0
1

+==+= ∑∑
+==

µν
ν

νµµµ , где    и  . 0det ≠µνA µ
ν

ν

νµ
λν δ=∑

+=

N

n
AB

1

Далее формируется матрица  и союзное выражение кинетической 

энергии  

∑
+=

+=
N

n

jiijij ABAaA
1νλ

λ
νλ

ν

µν
νµ

νµ

ν
ν

ν yyApyAppAT
N

n

N

n

n

oj
i

i
ji

n

oij

ij ∑∑ ∑∑
+=+= ==

++=
11 2

1
2
1

 


