
Лекция 2.5. 
Малые колебания склерономной системы 

Вынужденные колебания Частотные характеристики 
 
1. Рассмотрим малые колебания консервативной системы при наличии 

диссипативных сил 
i

i q
RQ

∂
∂

−= , где 0qqb
2
1R

n

1ij
jiij ≥= ∑

=

 - функция Релея. 

Уравнения динамики   
iiii q

R
q
П

q
T

q
T

dt
d

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

  имеют вид 

    ( ) ni0qcqbqa 1
n

1j
jijjijjij ,, ==++∑

=

       

либо в матричном виде   0CBA =++ qqq . 
Поскольку три квадратичные формы одним преобразованием привести к 
диагональному виду нельзя, можно ввести переменные qp =  и записать 
уравнения в виде   pqqpp ==++ ,0CBA . 
1.1. Рассмотрение начнем с одной степени свободы    
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Здесь выделено уравнение  , из которого следует 0y hy+ = ( )hty −= exp .   

Для функции x  получаем уравнение   ( ) 0xhx 22
o =−+ ω .  

Тот же результат имеем, полагая tq λexp= , где значения λ  определяются 

характеристическим уравнением , которое имеет корни 0h2 2
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1.2.  Затухающее колебание oh ω< . 
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Амплитуды максимальных отклонений от положения равновесия образуют 
геометрическую прогрессию со знаменателем     
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1.3.  Апериодическое движение oh ω> . При большом сопротивлении 

решение имеет вид  ( ),)exp()( thshCthchChttq 2
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1.751.4.  Предельное апериодическое  
движение h oω= .  

Решение имеет вид    
( ),)exp()( α+−= tAhttq    

где    ( ) ( ) ( )0q0hq0qA =+= α, .    
 
 
2. При наличии  степеней свободы имеем уравнения малых колебаний 

в виде   
n

0=++ CqqBqA .   Решение в виде  ( )tµexpUq =  
дает однородную систему уравнений   ( ) 02 =++ UCBA µµ   для 
определения вектора . Для того, чтобы эта система имела ненулевое решение 
необходимо и достаточно, чтобы определитель этой системы был равен нулю: 
 

U

( ) ( ) 0det 2 =++≡∆ CBA µµµ .  Это уравнение степени  называется 

вековым уравнением. Каждому значению 
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nkk 2,1, =U .  Общее решение – линейная суперпозиция частных решений 
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Если вещественные части корней отрицательны nkk 2,1,0Re =<µ , то 
положение равновесия исходной системы асимптотически устойчиво. Если 

, а 0=В −CA, симметричные положительно определенные квадратичные 

формы, то nki kk 2,1, =±= λµ . 
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Выводы, полученные при анализе осциллятора с вязким трением, 
остаются справедливыми и для системы с  степенями свободы.  n

Для любой пары комплексно сопряженных корней имеем  
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Если векторы  соответствуют вещественным корням VU, νµ, , то  
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Оба корня удовлетворяют одному уравнению и поэтому  
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3. Рассмотрим движение консервативной системы в ε  окрестности ее 

положения равновесия под действием сил nitFDtQ 1j
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Преобразуем эти силы к нормальным координатам. Из выражения 

элементарной работы . 

имеем . Линейность системы позволяет 

рассматривать реакцию нормальных координат только на элементарное 

возмущение .  Итак, решению подлежат уравнения  
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Если   ,   имеем свободные колебания    
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Если начальные отклонения равны нулю, имеем только вынужденное движение 
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В этом выражении подынтегральная функция и верхний предел 
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Таким образом, осуществлена непосредственная проверка решения, 
описывающего вынужденное движение. 
 

4. Частные случаи вынужденного движения. 
4.1. К покоящейся системе в момент 0t =  прикладываются силы, сохраняющие 
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4.2. В начальный момент покоящаяся система испытывает удар, то есть на 

систему действуют силы   
⎩
⎨
⎧

→<
=<<

=
.0,t,0

,constF,t0,F
)t(F jj

j αα
αα

 

Решение, полученное выше, для момента времени 0t →=α  дает  

 ( ) ( ) ,0
2

FUDcos1
F

UD1 n

1i
jiij

n

1i

j
iij2 →≈−= ∑∑

==

ααω
αω

αθ ννν
ν

ν  



 5

 ( ) 0FUDsin
F

UD1
ji

n

1i
ij

j
i

n

1i
ij ≠≈= ∑∑

==
ννν

ν
ν αω

αω
αθ . 

Итак, за короткий промежуток времени хотя бы одна из ее скоростей 
изменяется на конечную величину. Последующее свободное движение 
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Пример.   Для консервативной системы с частотами 
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4.4. Вынужденные колебания при действии синусоидальной силы 

tFCtFStF ναναα ωω cossin)( += ,   где   νω  - одна из собственных частот 
имеют вид      

    

( ) ( ) [ ]( )

( )[ ].cossin
2

1

sincossin1

1
2

1

*

ttFStFStFCUD

dtFCFSUDt

n

i
ii

t

o

n

i
ii

ναννααν
ν

να

ννανανα
ν

ν

ωωωω
ω

ττωτωτω
ω

θ

−+=

=−+=

∑

∫∑

=

=
 

В исходных переменных имеем       

     ( ) ( )[ ]ttFStFStFC
UU

Dtq
n

i

n
ij

ij ναννααν
ν ν

νν
α ωωωω

ω
cossin

21 1
2

* −+= ∑ ∑
= =

. 

 
5. Вынужденное движение осциллятора при нулевых начальных 

условиях под действием силы  в случае малого вязкого трения )t(F oh ω<  
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Во всех трех случаях вынужденное движение состоит из двух слагаемых. 
Второе слагаемое представляет собой затухающее свободное движение, 
возникающее при наличии возмущения. Первое слагаемое - смещение 
пропорциональное вынуждающей силе. Коэффициент пропорциональности 
называют амплитудно-фазовой характеристикой. 
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Амплитудно-фазовая характеристика 
представляет собой отклик системы на 
гармоническое возмущение ( )tiωexp . 
Вынужденное колебание получается 
умножением амплитуды силы на значение 
амплитудной характеристики, а 
отставание фазы вынужденного колебания 
от фазы силы равно значению фазы 

 фазовой характеристике.  
2 4 6 8 10
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1.5

2
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3

При больших значениях частот имеем ( ) 0lim =
∞→

ω
ω

R . В таком смысле любая 

механическая система является фильтром высоких частот.  
Максимальное значение амплитуды колебаний установившегося режима 

получается при частоте  , отличающейся от собственной 

частоты 

222
max 2ho −=ωω

222~ ho −=ωω ,    ( ) ωω ~21max hR = . 
 Фаза ( )ωψ  с изменением частоты монотонно меняется от нуля до π− .  
С уменьшением  в пределе получаем амплитудно-фазовую характеристику 

осциллятора   

h

( )
22

1
ωω

ω
−

→
o

R ,     ( )
⎩
⎨
⎧

>−
<

→
.
,0

o

o

ωωπ
ωω

ωψ

Амплитудно-фазовая характеристика консервативной системы 
получается как суперпозиция амплитудно-фазовых характеристик нормальных 
координат.  
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Для склерономной системы получаем отклик −j ой координаты на 
возмущение ( )tiωexp  в ом уравнении как решением системы уравнений −k

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]ωψω
ω
ω

ωωω kjkj
kj

kj iRWi exp2 =
∆

∆
=→=++− EWCBA . 

Комфортное пребывание в экипаже любого назначения достигается 
подбором рессор с нужной характеристикой. Настройка станка и выбор режима 
его работы имеет своей целью получить на выходе минимум колебаний, что 
повышает точность изделия и чистоту его поверхности, от которых в свою 
очередь зависит надежность и долговечность работы всего устройства.  
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