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Введение

Теоретическая механика изучается студентами МФТИ год — в
течение второго курса. Книга соответствует программе весеннего се-
местра и представляет собой перевод с «устного» на «письменный»
читаемых автором лекций.

Объект обсуждения — конечномерная голономная механическая
система с идеальными связями. Допустимые положения системы (кон-
фигурации) взаимно однозначно связаны с наборами обобщенных
координат q = (q1, . . . , qn). Поведение q(t) системы определяется
уравнениями Лагранжа (лагранжевой системой)

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Qi, i = 1,n. (0.1)

Если обобщенные силы Qi задаются потенциальной энергией Π, то
уравнения (0.1) можно записать с использованием функции Лагран-
жа (лагранжиана) L = T −Π

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1,n. (0.2)

Уравнения (0.2) могут определять движение не только таких систем,
для которых выполняется L = T−Π. Например, движения одномер-
ного линейного осциллятора с диссипацией удовлетворяют системе
(0.2), заданной лагранжианом L = (T−Π)eαt. Далее изучаются про-
извольные системы (0.2) с единственным условием на функцию Ла-
гранжа L(t,q,q̇)

det
∥∥∥∥

∂2L

∂q̇i∂q̇k

∥∥∥∥ 6= 0. (0.3)

Условие (0.3) обеспечивает возможность приведения системы (0.2) к
нормальному виду: в левой части уравнений — производные первого
порядка, в правой — функции от переменных.

Используются следующие названия для пространств:
1. координатное (конфигурационное) — n-мерное пространство с

координатами q1, . . . , qn;
2. расширенное координатное — с координатами t, q1, . . . , qn;
3. фазовое (пространство состояний) — 2n-мерное с координатами

q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n (или с координатами q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, pk —
обобщенные импульсы);
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4. расширенное фазовое — с координатами t, q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n

(или t, q1, . . . , qn, p1, . . . , pn).
Функции, участвующие в построениях, предполагаются доста-

точно гладкими.
Рассуждения, определения, утверждения — локальны: справед-

ливы в некоторой области одного из указанных выше пространств.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код про-
екта 02–01–00697) и Совета Программ поддержки ведущих научных
школ (грант 00–15–96137).
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Г л а в а I. РАВНОВЕСИЕ

§ 1. Определение положения равновесия

Предполагаем, что механическая система содержит N материаль-
ных точек и ее состояние в некоторой системе отсчета определяется
положением ri и скоростью Vi каждой точки (i = 1, N). Предпола-
гается, что система имеет n степеней свободы и динамика системы
при некотором выборе обобщенных координат определяется уравне-
ниями Лагранжа (0.1).

Определение 1.1. Пусть в начальный момент времени t0 мате-
риальные точки, принадлежащие механической системе, находятся в
положении r0i , i = 1, N , а скорости точек равны нулю:V0

i = 0, i = 1, N .
Занимаемое положение называется положением равновесия, если
точки системы при t > t0 продолжают оставаться в этом положении:
ri(t) ≡ r0i , i = 1, N , т. е. скорости точек при t > t0 попрежнему равны
нулю.

Понятие равновесия существенно зависит от выбора системы от-
счета. Пусть, например, одна инерциальная система отсчета переме-
щается относительно другой инерциальной поступательно с постоян-
ной скоростьюV6= 0. Тогда положению равновесия в одной из систем
отсчета в другой системе соответствует не положение равновесия, а
поступательное движение механической системы с скоростью V или
−V. Вопрос о нахождении положений равновесия корректен, если из
постановки задачи ясно, в какой системе отсчета для точек системы
должно выполняться Vi ≡ 0.

Пусть для механической системы сделан конкретный выбор обоб-
щенных координат, т. е. в каждый момент времени t разрешенным
положениям точек системы взаимно однозначно ставится в соответ-
ствие набор значений обобщенных координат q1, . . . , qn: ri(t,q), i = 1, N .
Практически важен вопрос: каким условиям должны удовлетворять
обобщенные координаты q и скорости q̇, соответствующие положе-
нию равновесия? Справедлива следующая

Теорема 1.1. Пусть механическая система стационарно задана,
т. е. положения точек определяется только обобщенными координа-
тами: ri(q), i = 1, N , или выполняется

∂ri(t,q)
∂t

= 0, i = 1, N. (1.1)
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Тогда имеет место эквивалентность

{Vi ≡ 0, i = 1, N} ⇔ {q̇k ≡ 0, k = 1, n}. (1.2)

¤ Вследствие того, что система стационарно задана, справедлива
формула

Vi(q,q̇) =
n∑

k=1

∂ri(q)
∂qk

q̇k, i = 1, N. (1.3)

Доказательство ⇐ исчерпывается подстановкой в (1.3) q̇k = 0. Для
доказательства ⇒ подставим в (1.3) Vi = 0, получим соотношение

n∑

k=1

∂ri(q)
∂qk

q̇k = 0, i = 1, N,

или уравнение
n∑

k=1

Hk q̇k = 0, которое вследствие линейной независи-
мости векторов

Hk =
∥∥∥∥

∂r1(t,q)
∂qk

· · · ∂rN (t,q)
∂qk

∥∥∥∥
(см. определение обобщенных координат) приводит к нужному ра-
венству q̇k = 0, k = 1, n. ¥

Теорему 1.1 иллюстрирует следующий

Пример 1.1. Одномерное движение груза под действием пружи-
ны определяется «разумным» выбором обобщенной координаты x —
расстоянием между грузом и неподвижной опорой (см. рис. 1.1).

 
 

y  
m  

i
 

x  

at  

Рис. 1.1

Такой выбор влечет выражения:

r(x) = ix, V(x,ẋ) = ṙ = iẋ
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(i — орт). Физически очевидному положению равновесия (V = iẋ = 0)
соответствуют значения: x = l0, где l0 — длина пружины в недефор-
мированном состоянии, ẋ ≡ 0. Не противоречит определению обоб-
щенных координат «неразумный» выбор координаты y: x = at + y
(a = const, см. рис 1.1). Такой выбор влечет выражения:

r(t,y) = i(at + y), V(t,y,ẏ) = ṙ = i(a + ẏ),

а положению равновесия (V = i(a + ẏ) ≡ 0) соответствует путь в
фазовом пространстве R2(y,ẏ) : y = l0 − at, ẏ = −a.

Далее в этой главе рассматриваются исключительно стационар-
но заданные системы: разрешенное положение любой точки такой
механической системы определяется значениями обобщенных коор-
динат

ri(q1, . . . , qn), i = 1, N,

и не зависит от момента времени t (см. (1.1)). Утверждение (1.2)
теоремы 1.1 дает возможность сформулировать определение, экви-
валентное для стационарно заданных систем определению 1.1.

Определение 1.2. Пусть некоторому положению r0
i , i = 1, N,

стационарно заданной системы соответствует набор обобщенных ко-
ординат q0

k, k = 1, n: r0
i = ri(q0), i = 1, N. Положение r0

i , i = 1, N, на-
зывается положением равновесия, если соответствующие системе
уравнения Лагранжа имеют решение:

qk(t) ≡ q0
k, k = 1, n.

Определение 1.2 дает возможность для стационарно заданной си-
стемы отождествить три представления положения равновесия: рас-
положение механической системы r0

i , i = 1, N в системе отсчета;
точку q = q0 в координатном пространстве; точку q = q0, q̇ = 0 в
фазовом пространстве.

§ 2. Критерий равновесия стационарно заданной системы

Динамика стационарно заданной системы определяется обобщен-
ными силами Qi(t,q,q̇) и кинетической энергией

T (t,q,q̇) =
1
2

n∑

i,k=1

aik(q)q̇iq̇k (2.1)
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— в данном случае положительно определенной квадратичной фор-
мой относительно обобщенных скоростей q̇i с коэффициентами aik(q),
независяшими явно от времени t. Подстановка функций Qi(t,q,q̇) и
(2.1) в формулу (0.1) для уравнений Лагранжа приводит к системе
следующего вида

n∑

k=1

aik q̈k +
n∑

k,l=1

(
∂aik

∂ql
− 1

2
∂alk

∂qi

)
q̇k q̇l = Qi(t,q,q̇), i = 1, n. (2.2)

Теорема 2.1 (критерий равновесия стационарно заданной систе-
мы). Положение q0 (r0

i = ri(q0)) является положением равновесия
стационарно заданной системы тогда и только тогда, когда для обоб-
щенных сил Qi(t,q,q̇), i = 1, n, тождественно по времени t выполня-
ются равенства

Qi(t,q0,0) = 0, i = 1, n. (2.3)

¤ Отметим две особенности уравнений (2.2). Во–первых, при под-
становке в (2.2) постоянных q0

k, i = 1, n, левая часть обращается в
нуль. Во–вторых, уравнения (2.2) разрешимы относительно вторых
производных q̈k, приводимы к нормальному виду и имеют при за-
данных начальных условиях q0, q̇0 единственное решение (см. опти-
мистическое предположение — все функции достаточно гладкие, —
сделанное во введении). Вследствие этих двух особенностей у систе-
мы (2.2) есть решение q(t) ≡ q0 (что по определению 1.2 соответ-
ствует положению равновесия) в том и только в том случае, если
справедливо равенство (2.3). ¥

Пример 2.1. Двойной маятник, состоящий из двух однородных
стержней массы m и длины l каждый, может совершать движение
в вертикальной плоскости (в точках O и A — цилиндрические шар-
ниры). Помимо силы тяжести, действующей на стержни, к точке B
стержня AB приложена постоянная по величине перпендикулярная
к стержню сила F (см. рис. 2.1). Определить положения равнове-
сия. Выбор обобщенных координат α, β — углов между стержнями
и вертикалью — приводит к обобщенным силам и к уравнениям,
определяющим по теореме 2.1 все положения равновесия:

Qα = −3
2
mgl sin α + Fl cos(α− β) = 0,

Qβ = −1
2
mgl sin β + Fl = 0.

(2.4)
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O  

A  

B  

F  

P  

P  

α  

β  

1C  

2C  

Рис. 2.1

Уравнения (2.4) преобразуются к эквивалентной форме

tgα =
2F cos β

3mg − 2F sin β
= f(β),

sin β =
2F

mg
,

(2.5)

из которой находятся в зависимости от параметров задачи все поло-
жения равновесия.

• 2F > mg, положений равновесия нет.

• 2F = mg, sin β = 1, tgα = 0, два положения равновесия (α0,β0):

(0,
π

2
), (π,

π

2
).

• 2F < mg, система (2.5) имеет решения:

β1 = arcsin
(

2F

mg

)
, β2 = π − β1, tg α1,2 = f(β1,2),

определяющие с учетом f(β1) = −f(β2) четыре положения рав-
новесия (α0, β0):

(α1 = arctgf(β1), β1); (−α1, π−β1); (π+α1, β1); (π−α1,π−β1).
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На рис. 2.2 изображены четыре положения равновесия, соответству-
ющие параметрам: 4F = mg, α1

∼= 9◦, β1 = 30◦. Отметим два обсто-
ятельства. Во-первых, сила F непотенциальна:

∂Qα

∂β
6= ∂Qβ

∂α
,

поэтому условие (3.1) приведенной в § 3 теоремы 3.1 к рассматри-
ваемой системе не применимо. Во-вторых, если использовать тради-
ционные условия статики (3.3), (3.4) (см. приведенную в § 3 теорему
3.3), то к неизвестным α и β добавятся еще четыре скалярных неиз-
вестных, задающих реакции RO и RA в шарнирах, поэтому уравне-
ний для определения положений равновесия потребуется шесть, а не
два, как в случае применения теоремы 2.1.

 
 

F  

F  

F  

F  

Рис. 2.2

§ 3. Потенциальный случай. Принцип возможных
перемещений. Условия равновесия твердого тела

В этом параграфе формулируется несколько теорем — следствий
из теоремы 2.1.
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Теорема 3.1. Пусть все силы, действующие на механическую си-
стему, потенциальны и определяются потенциальной энергией Π(t,q).
Тогда положение q0 стационарно заданной системы является положе-
нием равновесия в том и только в том случае, если в этом положении
выполняется

∂Π(t,q)
∂qk

∣∣∣∣
q=q0

= 0, k = 1, n, (3.1)

т. е. в положении q0 потенциальная энергия принимает стационарное
значение.

¤ Доказательство исчерпывается утверждением теоремы 2.1 и
формулой

Qk(t,q) = −∂Π(t,q,)
∂qk

, k = 1, n. ¥

Пример 3.1. В отличие от двойного маятника, рассмотренно-
го в примере 2.1, в этом примере постоянная по величине сила F,
приложенная в точке B стержня AB, — горизонтальна (рис. 3.1).

 
 

O  

A  

B  

F  

P  

P  

α  

β  

1C  

2C  

x  

y  

Рис. 3.1

Силам соответствуют потенциальная энергия

Π(α,β) = −mg(yC1 + yC2)− FxB =

= −mg
l

2
(3 cos α + cos β)− Fl(sinα + sin β).

Условие равновесия (3.1) приводит к системе уравнений
∂Π

∂α
= mg

l

2
3 sinα− Fl cos α = 0,

∂Π

∂β
= mg

l

2
sin β − Fl cos β = 0
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или — к эквивалентной системе

tgα =
2F

3mg
, tgβ =

2F

mg
,

решение которой определяет четыре положения равновесия

(α1 = arctg
2F

3mg
, β1 = arctg

2F

mg
), (α1, π + β1),

(π + α1, β1), (π + α1, π + β1).

На рис. 3.2 изображены четыре положения равновесия, соответству-
ющие таким же, как в примере 2.1 параметрам 4F = mg, для кото-
рых выполняется:

 
 

F  

F  

F  

F  

Рис. 3.2

В отличие от примера 2.1 в данном случае при любых значениях
F, l, m, и g двойной маятник имеет четыре положения равновесия,
качественно совпадающих с изображенными на рис. 3.2, в частности,
всегда выполняется α1 < β1.
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Пример 3.2 Концы гибкой нерастяжимой, однородной нити дли-
ны l закреплены в вертикальной плоскости (рис. 3.3). Найти форму
равновесия нити.

 
 

C  

y  

0y  

cy  
1y  

0x  1x  
x  

A  

B  

Рис. 3.3

Потенциальная энергия сил тяжести, действующих на нить, опреде-
ляется высотой центра инерции нити

Π = mgyC = g

x1∫

x0

y(x)dm = ρg

x1∫

x0

y(x)ds.

Учет соотношения для дифференциала дуги ds

ds2 = dx2 + dy2 =

{
1 +

(
dy

dx

)2
}

dx2 =
{

1 + (y′)2
}

dx2

приводит к функционалу

I =

x1∫

x0

y

√
1 + (y′)2dx,

который каждой форме y(x) нити ставит в соответствие значение
потенциальной энергии Π = ρgI. Допустимы только такие формы
нити, которым соответствует заданная длина l, т. е. должно выпол-
няться условие

I0 =

x1∫

x0

√
1 + (y′)2dx = l.
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Из вариационного исчисления известно, что, если кривая y(x) при
соблюдении условия I0 = l доставляет функционалу I стационарное
значение, т. е. выполняется условие равновесия (3.1), то кривая y(x)
есть решение уравнения Эйлера (ср. c уравнениями Лагранжа (0.2))

d

dx

∂f

∂y′
− ∂f

∂y
= 0,

где f(y,y′) = (y + λ)
√

1 + (y′)2 — подынтегральное выражение в
функционале I + λI0, λ — множитель Лагранжа. Доказывается в
общем виде (см. теорему 20.4), что следствием условия ∂f/∂x = 0
является первый интеграл

∂f

∂y′
y′ − f = C2

уравнения Эйлера. Подстановка f(y,y′) = (y+λ)
√

1 + (y′)2 в первый
интеграл и очевидные преобразования приводят к уравнению

dy

dx
=

√
(y − λ)2 − C2

с разделяющимеся переменными и к его решению

y = Cch
( x

C
+ b

)
− λ.

Три постоянные λ, C, b вычисляются по заданным граничным усло-
виям и длине l нити

y0 = Cch
(x0

C
+ b

)
− λ,

y1 = Cch
(x1

C
+ b

)
− λ,

I0 = C
{

sh
(x1

C
+ b

)
− sh

(xo

C
+ b

)}
= l.

Показывается, что при естественном предположении

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 ≤ l2,

постоянные λ, C, b находятся единственным образом.
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Теорема 3.2 (принцип возможных перемещений). Положе-
ние r0

i , i = 1, N (q0
k, k = 1, n) стационарно заданной системы явля-

ется положением равновесия тогда и только тогда, когда на любом
возможном перемещении dri, i = 1, N (∀dqk, k = 1, n) из положе-
ния r0

i для элементарной работы δA действующих на систему сил Fi

выполняется

δA =
N∑

i=1

(Fi,dri) =
n∑

k=1

Qk(t,q0,0)dqk = 0. (3.2)

¤ В силу независимости обобщенных координат у системы есть
следующие перемещения из положения q0:

dql 6= 0, dqk = 0, k 6= l.

Следствием этого факта является эквивалентность соотношений (2.3)
и (3.2). ¥

Теорема 3.2 позволяет обосновать традиционные уравнения ста-
тики для равновесия твердого тела.

Теорема 3.3. Твердое тело находится в положении равновесия
тогда и только тогда, когда для главного вектора R и главного мо-
мента M0 действующих на тело сил Fi выполняется

R =
N∑

i=1

Fi = 0, (3.3)

M0 =
N∑

i=1

[ri, Fi] = 0, (3.4)

где O — произвольная точка, а ri — вектор, проведенный из точки О
к точке приложения силы Fi.

¤ Входящее в условие равновесия (3.2) возможное перемещение
dri для твердого тела представляется следующим образом

dri = Vidt = (V0 + [Ω, ri])dt,

где V0 — скорость точки O, Ω — угловая скорость тела. С учетом
этого представления условие равновесия (3.2) принимает вид (ис-
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пользована возможность в смешанном произведении циклически пе-
ремещать сомножители)

δA =
N∑

i=1

(Fi,dri) =

{
N∑

i=1

(Fi,V0) +
N∑

i=1

(Fi,[Ω,ri])

}
dt =

=

{
(

N∑

i=1

Fi,V0) + (Ω,

N∑

i=1

[ri,Fi])

}
dt = (3.5)

= {(R,V0) + (Ω,M0)}dt = 0.

Так как для твердого тела произвольность возможных перемеще-
ний dri принадлежащих телу точек эквивалентна произвольности
векторов V0 и Ω, из условия равновесия (3.5) следуют требуемые
равенства (3.3) и (3.4). ¥
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Г л а в а II. УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЯ
РАВНОВЕСИЯ КОНСЕРВАТИВНОЙ
СИСТЕМЫ

§ 4. Устойчивость по Ляпунову. Функции Ляпунова

Система уравнений Лагранжа вследствие (0.3) разрешима отно-
сительно старших производных, вследствие чего представима в нор-
мальном виде. В этой главе рассматриваются только автономные
(стационарные) системы (∂ϕ(x)/∂t = 0):

ẋ = ϕ(x), x ∈ Rm, (4.1)

где переменные x1, . . . , xm — результат объединения обобщенных ко-
ординат q и обобщенных скоростей q̇. Далее многие определения и
утверждения формулируются для системы (4.1) с ориентацией на
очевидное с учетом x = (q, q̇) переформулирование для уравнений
Лагранжа. Введем обозначение для общего решения системы (4.1)

x(t) = f(t,x0). (4.2)

Для начального момента времени полагаем t0 = 0, поэтому для (4.2)
справедливо равенство

x(0) = f(0,x0) = x0. (4.3)

Используемое далее групповое свойство общего решения (4.2) вво-
дит

Теорема 4.1. Общее решение x(t) = f(t,x0) автономной системы
(4.1) при любых числах t, t2, x0 удовлетворяет равенству

f(t,f(t2,x0)) = f(t + t2,x0). (4.4)

¤ Пусть в (4.4) t — независимая переменная, а t2 — фиксирован-
ный параметр. Так как f(t,x0) — решение системы (4.1) при любых
числах x0, то левая часть равенства (4.4) также решение. Замена
независимой переменной t̃ = t + t2 в системе (4.1) и в правой ча-
сти равенства (4.4) приводит к системе с такой же правой частью,
как и у (4.1) (система (4.1) — автономна!), и к выводу, что правая
часть равенства (4.4) — решение системы (4.1). Вследствие (4.3) при
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t = 0 функции в левой и правой частях равенства (4.4) совпадают,
а два решения системы (4.1) с одинаковыми начальными данными
должны совпадать при любом значении t. ¥

Равенство (4.4) показывает, что семейство преобразований f(t,x0)
пространства Rm является группой. Во–первых, суперпозиция двух
преобразований с параметрами t и t2 не выводит из семейства (см.
(4.4)), во–вторых, семейство при t = 0 содержит тождественное пре-
образование (см. (4.3)), в третьих, для каждого преобразования с
параметром t2 найдется обратное с параметром t = −t2 (см. (4.3) и
(4.4)).

Предполагается, что для правой части системы (4.1) выполняется

ϕ(0) = 0, (4.5)

т. е. x(t) ≡ 0 — решение системы (4.1).

Определение 4.1. Нулевое решение x(t) = 0 системы (4.1) устой-
чиво по Ляпунову, если

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀ | x0 |=| x(0) |< δ)(∀t > 0) | x(t) |=| f(t,x0) |< ε.

Другими словами, для устойчивого нулевого решения требова-
нию, чтобы любое решение x(t) не покинуло сколь угодно малую
ε–окрестность положения x = 0, можно удовлетворить, ограничив
(| x(0) |< δ) начальные данные.

Определение 4.1 есть определение непрерывности вектор–функции
x(t) = f(t,x0) в точке x0 = 0 по переменным x0 равномерно по пе-
ременной t ≥ 0. При известном общем решении f(t,x0) исследование
на непрерывность, а значит и на устойчивость, можно проводить,
используя всю мощь аппарата математического анализа. Основной
задачей теории устойчивости является следующая: вынести сужде-
ние о характере устойчивости нулевого решения, располагая инфор-
мацией (иногда и неполной) только о правых частях системы (4.1).

Следствием определения 4.1 является

Определение 4.2.Нулевое решение x(t) = 0 системы (4.1) неустой-
чиво по Ляпунову, если

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃ | x0 |< δ)(∃t1 > 0) | x(t1) |=| f(t1,x0) |≥ ε.
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В формулировках и доказательствах приведенных ниже теорем
используются функции Ляпунова V (x). Они определены в неко-
торой ∆–окрестности нулевого решения: | x |< ∆; для V (x) предпо-
лагается

V (0) = 0; (4.6)

производная V̇ (x) в силу системы (4.1) есть функция, вычисленная
следующим образом

W (x) = V̇ (x) =
dV

dt
=

m∑

i=1

∂V (x)
∂xi

ẋi =
m∑

i=1

∂V (x)
∂xi

ϕi(x).

Функция V (x) называется положительно определенной (обозна-
чается V (x) > 0), если выполняется

{0 <| x |< ∆} ⇒ {V (x) > 0}, (4.7)

если же
{0 <| x |< ∆} ⇒ {V (x) < 0} (4.8)

— отрицательно определенной (обозначается V (x) < 0). При вы-
полнении одного из условий (4.7) или (4.8) функция V (x) называется
знакоопределенной. В ослабленном варианте —

{0 <| x |< ∆} ⇒ {V (x) ≥ 0}

(положительно постоянная функция, обозначается V (x) ≥ 0)
или

{0 <| x |< ∆} ⇒ {V (x) ≤ 0}
(отрицательно постоянная функция, обозначается V (x) ≤ 0)
— функция V (x) называется знакопостоянной. Если же функция
V (x) принимает в ∆–окрестности как положительные, так и отри-
цательные значения, она называется знакопеременной.

Например, в пространстве R2(x,y) в любой ∆–окрестности функ-
ция V = x2 +y4 — положительно определена; функция V = x2 — по-
ложительно постоянна (V = 0 при x = 0, y 6= 0), функция V = x2−y4

— знакопеременна.
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§ 5. Теоремы Ляпунова и Четаева о характере устойчи-
вости нулевого решения

Теорема 5.1 (А.М. Ляпунов). Пусть в ∆–окрестности нуле-
вого решения системы (4.1) существует положительно определенная
функция Ляпунова

V (x)
{

= 0, x = 0,

> 0, x 6= 0,
(5.1)

такая, что ее производная V̇ (x) в силу системы (4.1) отрицательно
постоянна

W (x) = V̇ (x) ≤ 0. (5.2)

Тогда нулевое решение устойчиво по Ляпунову.
¤ Рассмотрим в ∆–окрестности произвольную ε–окрестность (рис. 5.1).

На границе Г ε–окрестности (| x |= ε 6= 0), во–первых, вследствие
(5.1) выполняется V (x) > 0, во–вторых, так как граница является
замкнутым ограниченным множеством, то по теореме Вейерштрас-
са существует точка x∗ ∈ Γ, на которой ограниченная снизу функция
V (x) ≥ 0 достигает минимума, т. е. справедливо

{x ∈ Γ} ⇒ {V (x) ≥ V (x∗) = V ∗ > 0}. (5.3)

 
 

1x  

mx  
x < ∆  

x ε<  

x δ<  Γ  

x∗  

Рис. 5.1

Вследствие (4.6) и непрерывности функции V (x) существует такая
δ–окрестность, что выполняется

{| x0 |< δ} ⇒ {V (x0) < V ∗}. (5.4)
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Изучим поведение функции V (f(t,x0)) на решении, соответствую-
щем произвольной начальной точке x0, принадлежащей δ–окрестности.
Из неравенства (5.2) следует V̇ (f(t,x0)) = W (f(t,x0)) ≤ 0, т. е. при
t > 0 с учетом (14.3) и (5.4) выполняется

V (f(t,x0)) ≤ V (f(0,x0)) = V (x0) < V ∗. (5.5)

Предположение о том, что траектория f(t,x0) покинет ε–окрестность,
т. е. в некоторый момент времени t1 > 0 выполнится x1 = f(t1,x0) ∈ Γ,
приводит к противоречию. Действительно, с одной стороны, из (5.3)
следует V (x1) ≥ V (x∗), с другой стороны, из (5.5) следует V (x1) < V ∗.
Таким образом, удовлетворены все требования определения 4.1 устой-
чивости по Ляпунову: для сколь угодно малой ε–окрестности строит-
ся такая δ–окрестность, что любое решение с начальными данными
из δ–окрестности не покидает ε–окрестность. ¥

Теорема 5.2 (Н.Г. Четаев). Пусть в ε–окрестности фазового
пространства существует область М (∂M — граница М), в которой
при некотором числе k для функции V (x) выполняется:

1. 0 < V (x) ≤ k;
2. W (x) = V̇ (x) > 0;
3. {V (x) ≥ V0} ⇒ {∃l > 0, W (x) ≥ l > 0};
4. {x = 0} ∈ ∂M ;
5. {x ∈ ∂M, | x |< ε} ⇒ {V (x) = 0}.
Тогда решение x(t) = 0 системы (4.1) неустойчиво.
¤ В силу 4

(∀δ > 0)(∃x0 ∈ M)V (x0) > 0. (5.6)

Предположим, что решение с начальными данными x(0) = x0 не по-
кидает множества М: x(t) = f(t,x0) ∈ M . Вследствие 2 выполняется

V (x(t)) ≥ V (x0) = V0 > 0, (5.7)

а в силу 3
W (x(t)) = V̇ (x(t)) ≥ l > 0.

С учетом 1 приходим к выводу, что пока решение x(t) остается в
области M должно выполняться

k ≥ V (x(t)) = V0 +
∫ t

0

V̇ (x(t))dt ≥ V0 + lt,
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т. е. в некоторый момент t1 ≤ (k − V0)/l решение x(t) покидает об-
ласть M . Но так как вследствии 5 с учетом (5.7) уход не может со-
стояться через часть границы {∂M, | x |< ε}, то решение покидает
ε–окрестность. ¥

Следующие две теоремы следуют из теоремы 5.2, но доказаны
были значительно ранее.

Теорема 5.3 (А.М. Ляпунов). Пусть в ε–окрестности для про-
изводной в силу системы (4.1) от некоторой функции V (x) справед-
ливо

2′. W (x) = V̇ (x)
{

= 0, x = 0,

> 0, x 6= 0,

и в ε–окрестности существует область М, в которой выполняется
(сохранена нумерация условий теоремы 5.2):

1. 0 < V (x) ≤ k;

4. {x = 0} ∈ ∂M ;

5. {x ∈ ∂M, | x |< ε} ⇒ {V (x) = 0}.
Тогда решение x(t) = 0 системы (4.1) неустойчиво.
¤ Требуется обосновать недостающие условия 2 и 3 теоремы 5.2.

Условие 2′ выполняется всюду в ε–окрестности, т. е. условие 2 тео-
ремы 5.2 выполнено. Вследствие 4 справедливо (5.6), а для решения
с начальными данными x(0) = 0 в силу 2′ выполняется (5.7). Для
непрерывной функции V (x) вследствии V (0) = 0 существует такая
δ1–окрестность, что выполняется {| x |< δ1} ⇒ {V (x) ≤ V0}, что в
сравнении с (5.7) приводит к выводу: пока решение x(t) не покинуло
ε–окрестность для него выполняется условие

δ1 ≤| x |< ε,

из которого с учетом 2′ следует условие 3 теоремы 5.2. Все условия
теоремы 5.2 выполнены. ¥

Теорема 5.4 (А.М. Ляпунов). Если в теореме 5.3 сохранить
условия 1, 4 и 5., а условие 2′ заменить условием

2′′. W (x) = V̇ (x) = cV (x) + U(x),
где c > 0, U(x) ≥ 0, то решение x(t) = 0 системы (4.1) неустойчи-

во.
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¤ Из 2′′ следует неравенство W (x) = V̇ (x) ≥ cV (x), которое вле-
чет выполнение в области M (V (x) > 0) условий 2 и 3 теоремы 5.2.
¥

§ 6. Устойчивость перманентных вращений
свободного твердого тела

Как было сказано в начале главы II, уравнения Лагранжа есть
частный случай систем дифференциальных уравнений, представи-
мых в виде (4.1). Применим теорему 5.1 к системе, к которой явно
уравнения Лагранжа не сводятся (хотя бы из–за нечетности поряд-
ка).

Пример 6.1. Динамические уравнения Эйлера

Aṗ + (C −B)qr = 0,

Bq̇ + (A− C)pr = 0,

Cṙ + (B −A)pq = 0,

(6.1)

определяющие движение твердого тела с неподвижной точкой при
отсутствии моментов внешних сил — замкнутая система для опреде-
ления проекций p, q, r угловой cкорости на главные оси инерции, A,
B, C — моменты инерции тела относительно главных осей инерции.
Непосредственной проверкой можно убедиться в том, система (6.1)
имеет два первых интеграла (энергии и момента импульса)

2T = Ap2 + Bq2 + Cr2,

K2
0 = A2p2 + B2q2 + C2r2.

(6.2)

У системы (6.1) есть решение

p = ω, q = 0, r = 0,

соответствующее вращению тела вокруг первой главной оси с по-
стоянной угловой скоростью ω (перманентное вращение). Сдвиг пе-
ременных p = x + ω, q = y, r = z приводит к тому, что в новых
переменных перманентному вращению соответствует нулевое реше-
ние x = 0, y = 0, z = 0. Первые интегралы (6.2) в переменных x, y, z
принимают вид

U1 = Ax2 + By2 + Cz2 + 2Aωx,

U2 = A2x2 + B2y2 + C2z2 + 2A2ωx
(6.3)
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— отброшены постоянные Aω2 и A2ω2. Стандартный прием в теории
функций Ляпунова — сформировать из первых интегралов положи-
тельно определенную в некоторой ∆–окрестности функцию V = f(U1,U2),
для которой второе условие (5.2) теоремы 5.1 выполняется автома-
тически: V̇ ≡ 0. Естественной попыткой является следующая:

V (x,y,z) = U2
1 + U2

2 . (6.4)

Знакопостоянство (V ≥ 0) — очевидно, остается обосновать требова-
ние

{V = 0} ⇒ {x = 0, y = 0, z = 0},
приводящее с учетом W = V̇ ≡ 0 к выполнению обоих условий (5.1),
(5.2) теоремы 5.1. Из V = 0 следует (см. (6.4)) U1 = 0, U2 = 0, что
влечет равенство (см. (6.3))

AU1 − U2 = B(A−B)y2 + C(A− C)z2 = 0,

которое при выполнении одного из условий

A > B ≥ C, A < B ≤ C (6.5)

(вращение происходит вокруг минимальной или максимальной оси
эллипсоида инерции) эквивалентно равенствам y = 0, z = 0, а с
учетом U1 = 0 — дополнительному равенству (см. (6.3))

U1 = Ax(x + 2ω) = 0,

приводящему при | x |< 2ω к равенству x = 0.
Окончательно: при выполнении одного из условий (6.5) функ-

ция (6.4) является положительно определенной в 2ω–окрестности
(x2 + y2 + z2 < 4ω2), оба условия (5.1) и (5.2) теоремы 5.1 выпол-
нены, т. е. перманентное вращение вокруг одной из экстремальных
осей эллипсоида инерции устойчиво.

Следует заметить, что уравнения Эйлера (6.1) и вывод об устой-
чивости справедливы для абсолютно твердого и абсолютно свобод-
ного тела. Уже на заре космической эры было замечено, что стаби-
лизация при помощи перманентных вращений требует осторожно-
го подхода. Так, запущенный в 1958 году спутник «Эксплорер–1» ,
стабилизированный вращением вокруг оси с наименьшим моментом
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инерции, «кувыркнулся» . Виновником этого явления считаются из-
гибные колебания поперечных антен (спутник — не твердое тело),
сопровождавшиеся диссипацией энергии. Теоретические исследова-
ния «эффекта кувыркания» привели к правилу «большой оси» , со-
гласно которому при стабилизации вращением спутник должен вра-
щаться относительно оси, соответствущей максимальному моменту
инерции1.

Покажем, что перманентное вращение вокруг средней оси эллип-
соида инерции неустойчиво. Для определенности предположим, что
вращение происходит с угловой скоростью ω > 0. В ε–окрестности
(ε = ω) в качестве используемой в теоремах 5.2 — 5.4 области M
рассмотрим

M = {x2 + y2 + z2 < ω2, y > 0, z > 0}.

Для функции V = yz выполнены условия 1, 4, 5 теоремы 5.2. Вы-
числения на основе (6.1) приводят к результату

W = V̇ = (x + ω)
(

C −A

B
z2 +

A−B

C
y2

)
,

из которого следует, что при выполнении одного из условий

C > A ≥ B, C ≥ A > B

выполняются оставшиеся условия 2 и 3 теоремы 5.2, следовательно
вращение неустойчиво, т. е. существуют такие сколь угодно малые
начальные данные, что соответствующее решение покинет за конеч-
ное время ω–окрестность.

§ 7. Условия устойчивости и неустойчивости
положения равновесия консервативной системы

Динамику консервативной системы полностью характеризуют ки-
нетическая

T =
1
2

n∑

i,k=1

aik(q)q̇iq̇k

{
= 0, |q̇| = 0,

> 0, |q̇| 6= 0
(7.1)

1см. с.158-159: Докучаев Л.В. Нелинейная динамика упругого летательного
аппарата. М.: ВИНИТИ, 1982 (Итоги науки и техники. Сер. Общая механика:Т.5)
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и потенциальная Π(q) энергии. Изучается устойчивость конкретного
положения равновесия q0, для которого предполагается

q0 = 0. (7.2)

Разложение потенциальной энергии в окрестности q0 = 0

Π(q) = Π(0) +
n∑

i=1

∂Π

∂qi

∣∣∣∣∣
q0=0

qi +
1
2

n∑

i,k=1

∂2Π

∂qi∂qk

∣∣∣∣∣∣
q0=0

qiqk + · · ·

начинается с слагаемых не менее, чем второго порядка

Π(q) = Π2(q) + Π3(q) + · · · (7.3)

(Πk(q) — форма порядка k). Действительно, во–первых, предполо-
жение

Π(0) = 0 (7.4)

не искажает информацию о системе, во-вторых, по теореме 3.1 в
положении равновесия выполняется ∂Π(0)/∂qi = 0, что приводит к
результату Π1(q) = 0.

Как отмечалось в § 4, все определения и утверждения, сделан-
ные для системы (4.1) в нормальной форме в координатах x, отож-
дествлением x = (q,q̇) переносятся на лагранжевы системы. Напри-
мер, определение 4.1 устойчивости переформулируется в лагранже-
вых переменных следующим образом.

Определение 7.1.Положение равновесия q0 = 0 назывется устой-
чивым по Ляпунову, если выполняется

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀ | q0 |< δ)(∀ | q̇0 |< δ)(∀t > 0) | q(t) |< ε, | q̇(t) |< ε.

Аналогично переформулируется определение 4.2 неустойчивости.
Отметим, что положению равновесия для механической системы

соответствует с учетом (7.2) начало координат в фазовом простран-
стве R2n(q,q̇) под ε–окрестностью подразумевается в зависимости от
контекста окрестность начала координат в фазовом или координат-
ном пространстве.

Для консервативной системы ставится
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Задача Лагранжа. Исходя из свойств потенциальной энергии
Π(q), сделать вывод о характере устойчивости положения равнове-
сия консервативной системы.

Любой результат в рамках задачи Лагранжа носит следующий
характер: если функция Π(q) обладает определенными свойствами,
то положение равновесия устойчиво (неустойчиво) при любой кине-
тической энергии, удовлетворяющей свойству (7.1).

Теорема 7.1 (Ж. Лагранж, Л. Дирихле). Пусть в некото-
рой ∆–окрестности координатного пространства Rn(q) потенциаль-
ная энергия Π(q) имеет в положении (7.2) строгий минимум, т. е. с
учетом (7.4) при |q| < ∆ выполняется

Π(q)
{

= 0, |q| = 0,

> 0, |q| 6= 0.
(7.5)

Тогда q0 = 0 — устойчивое по Ляпунову положение равновесия.
¤ Из (7.5) следует ∂Π(0)/∂qi = 0, т. е. по теореме 3.1 q0 = 0 —

положение равновесия. Доказательство его устойчивости следует из
теоремы 5.1, если в качестве функции Ляпунова V принять полную
энергию V = E = T + Π. Требование (5.1) теоремы 5.1 выполнено
вследствии условий (7.1) и (7.5):

V = E = T + Π =
{

= 0, |q|+ |q̇| = 0,

> 0, |q|+ |q̇| 6= 0;

а требование (5.2) — вследствие закона сохранения W = V̇ = Ė = 0. ¥
Условие (7.5) — достаточное условие устойчивости. Как показы-

вает следующий (несколько экзотичный) пример, из факта устойчи-
вости не следует (7.5) — строгий минимум потенциальной энергии.

Пример 7.1. Точка массы m находится в гладком «многоям-
ном ущелье», определенном (2n−1) раз непрерывно дифференциру-
емой функцией y = x2n sin2(1/x2), y — вертикаль, x — горизонталь
(рис 7.1).
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Рис. 7.1

Из постановки задачи видно, что для любой ε–окрестности, най-
дется такая «ямка» вблизи начала координат, что при соответствую-
щем ограничении на скорость эту «ямку» точке не преодолеть, т. е.
нулевое положение равновесия устойчиво по Ляпунову. Потенциаль-
ная же энергия Π(x) = mgx2n sin2(1/x2) в любой ∆–окрестности
дополнительно к x0 = 0 обращается в нуль при x1 = 1/

√
πn, где n —

такое натуральное число, чтобы выполнялось x1 < ∆. Таким обра-
зом устойчивость есть, а требование (7.5) теоремы 7.1 нарушено.

Приведем без доказательства несколько достаточных условий не-
устойчивости положения равновесия. Как и ранее, предполагается,
что в положении равновесия выполняются равенства (7.2) и (7.4). В
формулировках используется вид (7.3) разложения Π(q) в окрестно-
сти q0 = 0.

Теорема 7.2 (А.М. Ляпунов). Пусть в некотором положении
q1 системы выполняется

Π2(q1) < 0, (7.6)

где Π2 — совокупность слагаемых в (7.3) второго порядка. Тогда
положение равновесия q0 = 0 неустойчиво.

Условие (7.6) теоремы 7.2 допускает следующую эквивалентную
формулировку: в положении равновесия у потенциальной энергии
отсутствует минимум (в том числе и нестрогий), и этот факт об-
наруживается по слагаемым второго порядка в разложении (7.3).
Отсутствие минимума следует из (7.6): для квадратичной формы
Π2 справедливо Π2(aq1) = a2Π2(q1), поэтому в любой окрестности
найдется положение aq1, для которого выполняется Π(aq1) < 0.
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Теорема 7.3 (А.М. Ляпунов).Пусть Πm — совокупность слага-
емых в разложении (7.3) наименьшей степени m ≥ 2 и в ∆–окрестности
выполняется

Πm(q)
{

= 0, |q| = 0,

< 0, |q| 6= 0.
(7.7)

Тогда положение равновесия q0 = 0 неустойчиво.
Эквивалентная формулировка условия (7.7): положение равнове-

сия
q0 = 0

— строгий максимум функции Π(q), и этот факт обнаруживается по
слагаемым наименьшей степени m в разложении (7.3).

Теорема 7.4 (Н.Г. Четаев). Пусть потенциальная энергия Π(q)
является однородной функцией, и в положении q1 системы выполня-
ется

Π(q1) < 0,

(отсутствие минимума, включая нестрогий). Тогда положение рав-
новесия q0 = 0 неустойчиво.

Как и в условиях теоремы 7.2, отсутствие минимума следует из
однородности функции Π(q): Π(aq1) = akΠ(q1).

Пример 7.2. Приведем несколько примеров потенциальных энер-
гий Π(q) и суждения об устойчивости положения равновесия q0 = 0.

а) Π(q) = q2
1 , в одномерном случае устойчивость по теореме 7.1;

в многомерном — теоремы 7.1 – 7.4 не работают.

б) Π(q) = −q2
1 , при любой размерности неустойчивость по теоре-

мам 7.2, 7.4 и по теореме 7.3 — в одномерном.

в) Π(q) = −q4
1 , в одномерном случае неустойчивость по теоремам

7.3, 7.4; в многомерном — по теореме 7.4.

г) Π(q) = −q4
1 − q6

2 , теоремы 7.1 – 7.4 не работают.

д) Π(q) = q1q2q3, неустойчивость по теореме 7.4.

е) Π(q) ≡ 0, теоремы 7.1 – 7.4 не работают.

Тем, у кого пример 7.2 е) вызвал удивление, напоминаем пра-
вило игры в задаче Лагранжа. Любое утверждение подразумевает:
«... при любой удовлетворяющей (7.1) кинетической энергии T» .
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Пример 7.3. Кольцо массы m может двигаться по гладкой окруж-
ности радиуса R, окружность вращается вокруг вертикальной оси y с
постоянной угловой скоростью ω. Найти положения относительного
равновесия кольца и исследовать их на устойчивость (рис. 7.2).

 
 

x  

y  

ω  

ϕ  
m  

P  

J  

Рис. 7.2

Силе тяжести P(0,−mg) и силе инерции J(mω2x,0) соответствует
потенциальная энергия

Π = mgy − 1
2
mω2x2 = mgR(1− cosϕ)− 1

2
mω2R2 sin2 ϕ

(ϕ — обобщенная координата). По теореме 3.1 в положении равнове-
сия должно выполняться

Π ′(ϕ) = mR(g − ω2R cos ϕ) sin ϕ = 0,

что приводит к условиям для положения равновесия

sin ϕ = 0, cos ϕ =
g

ω2R
.

Характер экстремума определяется второй производной

Π ′′(ϕ) = mR(g cosϕ− 2ω2R cos2 ϕ + ω2R).

Ответ зависит от параметров задачи.
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• g > ω2R. Положения равновесия:

ϕ1 = 0, ϕ2 = π.

Вследствие

Π ′′(0) = mR(g − ω2R) > 0,

Π ′′(π) = −mR(g − ω2R) < 0

ϕ1 = 0 — устойчивое по теореме 7.1 положение равновесия,
ϕ2 = π — неустойчивое по теоремам 7.2, 7.3 положение равно-
весия.

• g < ω2R. Положения равновесия:

ϕ1 = 0, ϕ2 = π, ϕ3,4 = ± arccos
g

ω2R
.

Вследствие

Π ′′(0) = mR(g − ω2R) < 0,

Π ′′(π) = −mR(g + ω2R) < 0,

Π ′′(ϕ3,4) = m
(ω2R− g)(ω2R + g)

ω2
> 0

ϕ1 = 0, ϕ2 = π — неустойчивые по теоремам 7.2, 7.3 положе-
ния равновесия, ϕ3,4 — устойчивые по теореме 7.1 положения
равновесия.

• g = ω2R. Положения равновесия:

ϕ1,3,4 = 0, ϕ2 = π.

Вследствие (учтено ω2R = g)

Π(ϕ) = mgR
[(1− cosϕ)2 − 2]

2
, Π ′′(π) = −2mgR < 0

ϕ1,3,4 — устойчивое по теореме 7.1 положение равновесия (при
ϕ 6= 2kπ выполняется Π(ϕ) > Π(0)), ϕ2 = π — неустойчивое по
теоремам 7.2, 7.3 положение равновесия.
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Г л а в а III. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНСЕРВАТИВНОЙ
СИСТЕМЫ

§ 8. Постановка задачи о малых колебаниях

Теория малых колебаний изучает движение консервативной си-
стемы в окрестности устойчивого положения равновесия, причем это
движение должно определяться линейными уравнениями Лагранжа.
Линейность уравнений обеспечивается отсутствием в разложениях
по q, q̇ кинетической T и потенциальной Π энергий членов более
высокого, чем второй, порядка. Как и в § 7, предполагаем, что устой-
чивому положению равновесия q0 соответствует начало координат
фазового пространства: q0

i = 0, q̇0
i = 0, считаем также Π(0) = 0.

Разложения T и Π в окрестности q0
i = 0, q̇0

i = 0 имеют вид:

T =
1
2

n∑

i,k=1

ãik(q)q̇iq̇k =

=
1
2

n∑

i,k=1

ãik(0)q̇iq̇k +
1
2

n∑

i,k,l=1

∂ãik

∂ql

∣∣∣∣
q=0

qlq̇iq̇k + · · · =

=
1
2

n∑

i,k=1

aik q̇iq̇k + · · · ,

где обозначено aik = ãik(0);

Π(q) = Π(0) +
n∑

i=1

∂Π

∂qi

∣∣∣∣∣
q=0

qi +
1
2

n∑

i,k=1

∂2Π

∂qi∂qk

∣∣∣∣∣∣
q=0

qiqk + · · · =

=
1
2

n∑

i,k=1

cikqiqk + · · · ,

где обозначено

cik =
∂2Π

∂qi∂qk

∣∣∣∣
q=0

= const,

Π(0) = 0 по предположению, ∂Π(0)/∂qi = 0 по теореме 3.1. Для
применения линейной теории малых колебаний в разложениях T и Π
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требуется оставить только члены второго порядка — квадратичные
формы

T =
1
2

n∑

i,k=1

aikq̇iq̇k, (8.1)

Π =
1
2

n∑

i,k=1

cikqiqk (8.2)

с числовыми матрицами
A = ‖aik‖, (8.3)

C = ‖cik‖. (8.4)

В результате отбрасывания членов высокого порядка механическая
система может утратить свои существенные свойства. Во избежание
этого накладывается дополнительное

Условие 8.1. Квадратичные формы (8.1) и (8.2) положительно
определены, т. е.

T > 0
n∑

i=1

q̇2
i 6= 0, (8.5)

Π > 0
n∑

i=1

q2
i 6= 0. (8.6)

Первое условие (T > 0) есть следствие свойств квадратичной
формы относительно обобщенных скоростей в кинетической энер-
гии. Второе условие (Π > 0) необходимо во избежание нарушения
исходного предположения об устойчивости положения равновесия.

Пример 8.1. Для консервативной системы с энергиями

T =
1
2
(q̇2

1 + q̇2
2),

Π =
1
2
(q2

1 + q4
2),

по теореме 7.1 положение равновесия q1 = 0, q2 = 0 устойчиво. Если
оставить в Π(q) только члены второго порядка, факт устойчивости
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теряется: общее решение уравнений Лагранжа в этом случае приоб-
ретет вид

q1 = C sin(t + α),

q2 = At + B.

§ 9. Решение задачи о малых колебаниях

Для формирования алгоритма нахождения общего решения зада-
чи малых колебаний составим, исходя из функций (8.1), (8.2), урав-
нения Лагранжа

n∑

k=1

(aikq̈k + cikqk) = 0, i = 1, n. (9.1)

C использованием обозначений (8.3), (8.4) и

q =




q1

...
qn


 , q̈ =




q̈1

...
q̈n


 (9.2)

систему (9.1) можно записать в виде

Aq̈ + Cq = 0.

Поставим следующий вопрос: при каких числах u1, u2, . . . , un, ω, α
система (9.1) имеет нетривиальное q(t) 6≡ 0 решение

qk = uk sin(ωt + α) (9.3)

или в другом виде



q1

...
qn


 =




u1

...
un


 sin(ωt + α).

Используя обозначения (9.2) и

u =




u1

...
un


 ,
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(9.3) можно также записать:

q = u sin(ωt + α).

Подстановка (9.3) в систему (9.1) приводит к уравнениям
[

n∑

k=1

(cik − ω2aik)uk

]
sin(ωt + α) = 0, i = 1, n.

Сократим на sin(ωt+α), что возможно вследствие предположения о
нетривиальности решения (9.3), и обозначим

ρ = ω2. (9.5)

Получим относительно uk линейную однородную алгебраическую
систему уравнений

n∑

k=1

(cik − ρaik)uk = 0, i = 1, n, (9.6)

или с учетом обозначений (8.3), (8.4), (9.4) —

(C − ρA)u = 0.

Из предположения о нетривиальности решения (9.3) следует u 6= 0 ,
а это возможно только при условии

det‖cik − ρaik‖ = det(C − ρA) = 0. (9.7)

Раскрытие определителя приводит к алгебраическому уравнению
степени n

a0ρ
n + a1ρ

n−1 + · · ·+ an−1ρ + an = 0. (9.8)

Уравнение (9.7) и оно же (9.8) в раскрытом виде называется уравне-
нием частот или вековым уравнением. Не следует путать урав-
нение частот (9.8) с характеристическим уравнением: уравнение (9.8)
появляется как следствие поиска решения в виде (9.3), а характери-
стическое — при поиске решения в виде qk = vkeλt. Уравнение (9.8)
переходит в характеристическое при ρ = −λ2.

В настоящем параграфе потребуются три утверждения а), б) и
в), которые будут доказаны в § 10.
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а) Все корни ρl уравнения частот (9.8) удовлетворяют условию

ρl > 0.

Утверждение а) позволяет дать ответ на поставленный вопрос:
каждому корню ρl уравнения частот (9.8) соответствует решение
(9.3) уравнений Лагранжа (9.2):




q1

...
qn


 =




u1l

...
unl


 sin(ωlt + αl), (9.9)

где частота ωl связана с корнем ρl формулой (9.5), числа u1l, . . . , unl

находятся как некоторое нетривиальное решение системы (9.6), в
которую подставлен корень ρl, число αl — произвольно.

Определение 9.1. Движение системы, соответствующее реше-
нию (9.9), называется главным колебанием, числа ωl — собствен-
ными частотами, векторы (u1l, . . . , unl) в (9.9) — собственными
амплитудными векторами , αl — фазой.

Понятие главного колебания имеет ясный физический смысл: все
координаты qk(t) изменяются во времени t по гармоническому зако-
ну с одинаковыми частотой ωl и фазой αl. Физический смысл часто
позволяет найти главные колебания без вычислений.

Пример 9.1. У системы

 
 

x  

m  m  

y  

k  
1k  k  

Рис. 9.1

очевидны два главных колебания: с «отключенной» средней пружи-
ной (

x
y

)
=

(
1
1

)
sin

(√
k

m
t + α1

)

и с неподвижным центром у средней пружины
(

x
y

)
=

(
1
−1

)
sin

(√
k + 2k1

m
t + α2

)
.
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Главные колебания (9.9) дают возможность построить общее ре-
шение — совокупность всех движений системы. Линейная однород-
ная система дифференциальных уравнений (9.1) обладает следую-
щим свойством: линейная комбинация решений с постоянными коэф-
фициентами является также решением, т. е. по главным колебаниям
(9.9) можно построить решение




q1

...
qn


 =

n∑

l=1

Cl




u1l

...
unl


 sin(ωlt + αl), (9.10)

содержащее 2n произвольных постоянных C1, . . . , Cn, α1, . . . , αn.
Так построенное решение является общим. Чтобы убедиться в этом,
докажем, что при некотором выборе постоянных Cl, αl могут быть
удовлетворены любые начальные условия q0

k, q̇0
k. Для доказатель-

ства, во-первых, сформулируем утверждения б) и в) (обоснование в
§ 10).

б) Двум разным корням ρl 6= ρk уравнения частот (9.8) соот-
ветствуют линейно независимые амплитудные векторы — решения
системы (9.6).

в) Пусть корень ρl уравнения частот m–кратен. Тогда из системы
(9.6), в которую подставлен корень ρl, можно найти m линейно неза-
висимых амплитудных векторов и составить m независимых главных
колебаний.

В частности, при k1 = 0 система в примере 9.1 имеет 2–кратный
корень ρ = k/m и два приведенные в примере главных колебания с
независимыми амплитудами.

Во-вторых, перепишем (9.10) в эквивалентном виде



q1

...
qn


 =

n∑

l=1




u1l

...
unl


 (Fl cosωlt + Gl

1
ωl

sin ωlt). (9.11)

Произвольные постоянные в (9.10) и (9.11) связаны соотношениями

Fl = Cl sin αl, Gl = ωlCl cos αl.

Утверждения б), в) дают возможность считать, что выполняется

detU 6= 0, (9.12)
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где обозначено

U =

∥∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1n

...
. . .

...
un1 . . . unn

∥∥∥∥∥∥∥
(9.13)

— матрица, составленная из амплитудных векторов. Подстановка в
(9.11) начальных условий t0 = 0, q = q0, q̇ = q̇0 приводит к уравне-
ниям для постоянных Fl, Gl




q0
1
...

q0
n


 =

n∑

l=1




u1l

...
unl


 Fl,




q̇0
1
...

q̇0
n


 =

n∑

l=1




u1l

...
unl


 Gl.

Вследствие (9.12), с учетом обозначений (9.2), (9.13) и

F =




F1

...
Fn


 G =




G1

...
Gn




получим
F = U−1q0, G = U−1q̇0,

т. е. в совокупности решений (9.11) содержится движение при любых
начальных данных: (9.10) и (9.11) есть общие решения уравнений
Лагранжа.

В заключение параграфа сформулируем алгоритм решения зада-
чи нахождения малых колебаний консервативной системы.

1. Убедиться, что q0 — устойчивое положение равновесия.

2. Заменой переменных добиться, чтобы выполнялось q0 = 0.

3. Разложить кинетическую T и потенциальную Π энергии в окрест-
ности значений q = 0, q̇ = 0, оставить только квадратичные
члены. Извлечь матрицы квадратичных форм: A (для T ) , C
(для Π).

4. Убедиться, что A и C — матрицы положительно определенных
квадратичных форм.
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5. Составить уравнение частот

det(C − ρA) = 0,

найти его корни ρ1, . . . , ρn.

6. Для каждого корня ρl из уравнения

(C − ρlA)ul = 0

вычислить амплитудный вектор ul. Для m–кратного корня най-
ти m линейно независимых амплитудных векторов.

7. Каждая пара ρl, ul порождает главное колебание (ωl =
√

ρl,
см. (9.5))

q = ul sin(ωlt + αl).

8. Общее решение есть линейная комбинация главных колебаний

q =
n∑

l=1

Clul sin(ωlt + αl) =
n∑

l=1

ul(Fl cosωlt + Gl
1
ωl

sinωlt)

в двух эквивалентных формах.

9. Если требуется найти решение при конкретных начальных усло-
виях q0, q̇0, то по общему решению вычисляются произвольные
постоянные Fl, Gl или Cl, αl.

§ 10. Нормальные координаты

В предыдущем параграфе приведено решение задачи малых ко-
лебаний в произвольных обобщенных координатах. Решение теоре-
тических вопросов часто бывает целесообразно проводить по следу-
ющей схеме: переход от исходных координат к наиболее удобным,
решение задачи в новых координатах и возврат результата к исход-
ным переменным. В случае задачи малых колебаний решение мак-
симально упрощается в нормальных координатах.

Определение 10.1.Координаты θ1, . . . , θn называются нормаль-
ными или главными, если в них кинетическая T и потенциальная
Π энергии имеют вид

T =
1
2

n∑

k=1

θ̇2
k, (10.1)
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Π =
1
2

n∑

k=1

rkθ2
k. (10.2)

Для перехода к нормальным координатам по матрицам A и C
квадратичных форм T и Π (см. (8.1) — (8.4)) составим квадратичные
формы

F1 =
1
2

n∑

i,k=1

aikxixk, (10.3)

F2 =
1
2

n∑

i,k=1

cikxixk. (10.4)

По условию обе формы положительно определены. Вследствие по-
ложительной определенности формы F1 найдется такое неособенное
линейное преобразование

xi =
n∑

k=1

uikyk, (10.5)

что в новых переменных y формы F1, F2 примут вид

F1 =
1
2

n∑

k=1

y2
k, F2 =

1
2

n∑

k=1

rky2
k. (10.6)

Вследствие положительной определенности формы F2 выполняется

rk > 0, k = 1, n. (10.7)

Действительно, в противном случае (есть коэффициент rl ≤ 0) при
некотором выборе значений координат (yl 6= 0, yk = 0, k 6= l) для
формы F2 выполнялось бы F2 ≤ 0, что противоречит положительной
определенности.

Положим в (10.3) и (10.5) xi = q̇i, yk = θ̇k, тогда замена перемен-
ных (10.5) придаст кинетической энергии (8.1) вид (10.1). Аналогич-
но — в результате переобозначений в (10.4) и (10.5) xi = qi, yk = θk,
потенциальная энергия (8.2) примет вид (10.2). Таким образом, од-
новременный перевод двух квадратичных форм F1, F2 к виду (10.6)
— это и есть неособенный переход от исходных переменных q к нор-
мальным координатам θ :

qi =
n∑

k=1

uikθk, i = 1, n, (10.8)
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det‖uik‖ 6= 0. (10.9)

Решим задачу малых колебаний в нормальных координатах. Со-
ставим в силу (10.1), (10.2) уравнения Лагранжа

θ̈k + rkθk = 0. (10.10)

Решение с учетом (10.7) имеет вид

θk = Ck sin(
√

rkt + αk).

Возврат при помощи (10.8) к исходным переменным q приводит в
этих переменных к общему решению

qi =
n∑

k=1

Ckuik sin(
√

rkt + αk).

Сравним этот результат с общим решением

qi =
n∑

k=1

Ckuik sin(
√

ρkt + αk),

полученным в § 9 другим способом (см. (9.10)). Сравнение позволяет
сделать следующие выводы. Во-первых, корни ρk уравнения частот
и коэффициенты rk в выражении (10.2) для потенциальной энер-
гии в нормальных координатах суть одно и то же. Это влечет за
собой обоснование приведенного в § 9 без доказательства свойства
а): вследствие (10.7) корни уравнения частот удовлетворяют усло-
вию: ρk > 0, k = 1, n. Во-вторых, в качестве матрицы амплитудных
векторов ‖uik‖ может быть принята матрица перехода к нормаль-
ным координатам. А это обосновывает свойства б), в) из § 9: вслед-
ствие (10.9) вне зависимости от кратности корней уравнения частот
найдется n линейно независимых амплитудных векторов — решений
системы (9.6). Обратное, вообще говоря, не верно: не каждую сово-
купность из n линейно независимых амплитудных векторов можно
взять в качестве матрицы перехода к нормальным координатам. Это
связано с тем, что система (9.6) решается неоднозначно. Если под-
ставить замену (10.5) в квадратичную форму (10.3) и сравнить с
(10.6), получим условие

n∑

i,k=1

aikuilukj = δlj =
{

1, l = j,

0, l 6= j,
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которому должны удовлетворять два амплитудных вектора с номе-
рами l и j для того, чтобы матрица, составленная из амплитудных
векторов, приводила к нормальным координатам.

Подчеркнем еще раз мысль, высказанную в начале параграфа:
переход к нормальным координатам — не способ решения задачи
малых колебаний, а удобный путь исследования теоретических во-
просов. В § 11 и § 12 изучены два таких вопроса.

§ 11. Реакция консервативной системы на периодическое
воздействие

Предполагается, что в дополнение к потенциальным силам кон-
сервативная система испытывает гармоническое воздействие, кото-
рому соответствуют обобщенные силы

Q∗i = ai sinΩt. (11.1)

Для того, чтобы понять, каков будет отклик на воздействие, сде-
лаем переход (10.8) к нормальным координатам. Обобщенные силы
преобразуются так, чтобы сохранялась элементарная работа

δA =
n∑

i=1

Q∗i δqi =
n∑

i,k=1

Q∗i uikδθk =
n∑

k=1

Θ∗kδθk,

откуда следует, что закон преобразования обобщенных сил

Θ∗k =
n∑

i=1

Q∗i uik (11.2)

контрвариантен по отношению к преобразованию (10.8) координат.
В нормальных координатах уравнения Лагранжа имеют вид

θ̈k + ω2
kθk = bk sinΩt, (11.3)

где вследствие (11.1) и (11.2) выполняется

bk =
n∑

i=1

aiuik.

Общее решение каждого уравнения (11.3) складывается из частного
решения и общего решения однородного уравнения (bk = 0). Частное
решение отыскиваем в виде

θ∗k = Ek sinΩt. (11.4)
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Подстановка (11.4) в (11.3) после сокращения на sin Ωt приводит к
выражению

Ek(ω2
k − Ω2) = bk. (11.5)

Рассмотрим два случая.
1. Ω 6= ωk. Из (11.5) находится Ek и строится общее решение

θk = Fk cosωkt + Gk
1
ωk

sin ωkt +
bk

ω2
k − Ω2

sinΩt (11.6)

(общее решение однородного уравнения удобно взять в форме (9.11)).
Выразим произвольные постоянные Fk, Gk через начальные условия:
при t = 0, θk = θ0

k, θ̇k = θ̇0
k справедливо

Fk = θ0
k, Gk = θ̇0

k −
bkΩ

ω2
k − Ω2

.

Общее решение (11.6) принимает вид

θk = θ0
k cosωkt + θ̇0

k

1
ωk

sin ωkt +
bk

ω2
k − Ω2

(
sin Ωt− Ω

ωk
sinωkt

)
,

в котором последнее выражение можно вместо (11.4) считать другим
частным решением системы (11.3):

θ∗∗k =
bk

ω2
k − Ω2

(
sinΩt− Ω

ωk
sin ωkt

)
. (11.7)

2. Ω = ωk. В этом случае из (11.5) нельзя найти частное ре-
шение вида (11.4). Для нахождения частного решения вычислим по
правилу Лопиталя результат предельного перехода Ω → ωk в (11.7):

lim
Ω→ωk

θ∗∗k = − bk

2ωk

(
t cosωkt− 1

ωk
sin ωkt

)
. (11.8)

Подстановкой нетрудно убедиться, что полученное выражение дей-
ствительно удовлетворяет (11.3). Таким образом, при Ω = ωk общее
решение имеет вид

θk = θ0
k cos ωkt + θ̇0

k

1
ωk

sin ωkt− bk

2ωk

(
t cosωkt− 1

ωk
sin ωkt

)
.
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Последнее выражение неограниченно возрастает со временем и реа-
лизует явление резонанса. Заметим, что для возникновения резонан-
са недостаточно совпадения частоты Ω воздействия (11.1) с одной из
собственных частот ωk системы. Дополнительно требуется, чтобы в
нормальных координатах в соответствующем уравнении Лагранжа
(11.3) выполнялось bk 6= 0.

Изучен случай гармонического воздействия (11.1) на консерва-
тивную систему. К этому случаю сводится произвольное периодиче-
ское воздействие Q∗

i (t). Для этого требуется преобразовать силы к
нормальным координатам (см. (11.2)), разложить Θ∗k в ряды Фурье

Θ∗k =
∞∑

l=1

bkl sin lΩt (11.9)

и каждому слагаемому в сумме поставить в соответствие частное ре-
шение (11.7) или (11.8). Сумма частных решений определит реакцию
системы θ∗k(t) на периодическое воздействие в нормальных коорди-
натах, а после перехода (10.8) — в исходных. Ряд Фурье (11.9) соот-
ветствует нечетному периодическому воздействию (Q∗

i (−t) = Q∗i (t)),
общий случай рассматривается аналогично.

§ 12. Случай нулевого корня в уравнении частот

Процедура решения задачи малых колебаний, приведенная в кон-
це § 9, за небольшими исключениями полностью проходит при ослаб-
лении требований, предъявляемых к системе. А именно, квадратич-
ную форму в кинетической энергии по-прежнему считаем положи-
тельно определенной, а потенциальную энергию предполагаем по-
ложительно постоянной: Π(q) ≥ 0. Свойство кинетической энергии
оставляет возможность перехода (10.8) к нормальным координатам,
но вследствие ослабления свойства потенциальной энергии в выра-
жении (10.2) вместо (10.7) выполняется

rk > 0, k = 1,m, m < n, rl = 0, l = m + 1,n.

Уравнения Лагранжа (10.10) примут вид

θ̈k + rkθk = 0, k = 1,m,

θ̈k = 0, l = m + 1,n,
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а общее решение — вид

θk = Ck sin(
√

rkt + αk), k = 1, m,

θl = Fl + tGl, l = m + 1,n.

Возврат (10.8) к исходным переменным даст общее решение

qi =
m∑

k=1

Ckuik sin(
√

rkt + αk) +
n∑

l=m+1

uil(Fl + tGl).

Процедура, приведенная в конце § 9, справедлива в данном слу-
чае с единственным отличием: корню rl = ρl = ω2

l = 0 уравнения
частот в общем решении соответствует «главное колебание»

qi = uil(Fl + tGl), i = 1,n.

Этот же результат можно было бы получить переходом в (9.11) к
пределу ωl → 0.

47



Г л а в а IV. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

§ 13. Теоремы Барбашина–Красовского и Ляпунова

Как и в § 4, рассматривается автономная система

ẋ = ϕ(x), x ∈ Rm, ϕ(0) = 0 (13.1)

с общим решением x = f(t,x0), (x0 = f(0,x0)), обладающая нулевым
решением x(t) ≡ 0 (см. (4.1) — (4.5)).

Определение 13.1. Решение x = 0 системы 13.1 асимптотиче-
ски устойчиво по Ляпунову, если выполнены два условия:

1. x = 0 — устойчивое по Ляпунову решение (см. определение
4.1);

2. существует такая ∆–окрестность, что для решений f(t,x0) спра-
ведливо

{|x0| < ∆} ⇒ { lim
t→∞

f(t,x0) = 0}. (13.2)

∆–окрестность называется областью притяжения.

Теорема 13.1 (Е.А. Барбашин, Н.Н. Красовский). Пусть
существует такая функция V (x), что для нее и системы (13.1) вы-
полняется:

1. V (x) — положительно определенная функция;

2.

W (x) = V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V (x)
∂xi

ϕi(x)
{

= 0, x ∈ M,

< 0, x /∈ M,
(13.3)

где M — некоторое множество. Единственным решением, принадле-
жащим M при t ∈ [0,∞), является x ≡ 0 :

{∀t ≥ 0, W (x(t)) = W (f(t,x0)) = 0} ⇒ {x(t) ≡ 0}. (13.4)

Тогда x ≡ 0 — асимптотически устойчивое по Ляпунову решение.
Если условие 1 заменить условием 1∗:
1∗. V (0) = 0; ∀δ > 0, ∃|x0| < δ, V (x0) < 0, то решение x0 —

неустойчиво по Ляпунову.
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¤ Докажем сначала, что условия 1, 2 теоремы влекут асимпто-
тическую устойчивость. Решение x ≡ 0 устойчиво в силу теоремы
5.1. Фиксируем такое число ε > 0, что в ε–окрестности выполнено:

V (x) > 0, W (x) ≤ 0.

Вследствие устойчивости справедливо:

∃∆ > 0, ∀|x0| < ∆, ∀t ≥ 0, ∀t1 ≥ 0,

|x(t)| = |f(t,x0)| = |f(t− t1,x1)| < ε,
(13.5)

где обозначено: x1 = f(t1,x0); использовано групповое свойство (4.4):

f(t,x0) = f(t− t1 + t1,x0) = f(t− t1,f(t1,x0)) = f(t− t1,x1).

Покажем, что ∆-окрестность — область притяжения, т. е. требуется
доказать (13.2) или подробнее

∀|x0| < ∆, ∀ε1 > 0, ∃t1 > 0, ∀t ≥ t1, |f(t,x0)| < ε1. (13.6)

В силу устойчивости выполняется

∀ε1 > 0, ∃δ > 0, ∀|x1| < δ, ∀t ≥ t1, |f(t− t1,x1)| < ε1 (13.7)

(t1, x1 — начальные данные), поэтому доказательство (13.6) сводится
к обоснованию утверждения

∀|x0| < ∆, ∀δ > 0, ∃t1 ≥ 0, |x1| = |f(t1,x0)| < δ. (13.8)

Предположим противное

∃|x0| < ∆, ∃δ > 0, ∀t ≥ 0, 0 < δ < |f(t,x0)| < ε (13.9)

— учтено (13.5). Из ограниченной вследствие (13.9) последователь-
ности f(kτ,x0) (τ > 0 — некоторое число, k = 1,2, . . .) выделим схо-
дящуюся подпоследовательность f(kiτ,x0), k1 < k2 < . . . :

lim
i→∞

f(kiτ,x0) = x∗, 0 < δ ≤ |x∗| ≤ ε. (13.10)

Функция V (f(t,x0)) при изменении t вследствие (13.3) невозрастает
и ограничена снизу значением V = 0, поэтому при t →∞ существует
предел

lim
t→∞

V (f(t,x0)) = lim
i→∞

V (f(kiτ,x0)) =

= V ( lim
i→∞

f(kiτ,x0)) = V (x∗).
(13.11)
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Рассмотрим решение f(t,x∗). Вследствие условия 2 теоремы найдет-
ся такой момент времени T > 0, что в этот момент, а по непрерыв-
ноcти и на некотором интервале [T − t∗,T ], 0 < t∗ < T, выполняется

V̇ (f(t,x∗)) < 0,

т. е. справедливо
V (f(T,x∗)) < V (x∗).

Используем это неравенство, (13.10), групповое свойство (4.4), еще
один вариант перехода к пределу в (13.11), — приходим к противо-
речию:

V (x∗) = lim
t→∞

V (f(t,x0)) = lim
i→∞

V (f(T + kiτ,x0)) =

= lim
i→∞

V (f(T,f(kiτ,x0)) = V (f(T,x∗)) < V (x∗),

доказывающему (13.8) и утверждение теоремы:
{условия 1, 2 } ⇒ {x0 — асимптотически устойчивое решение}.

Неустойчивость решения x ≡ 0 как следствие условий 1∗, 2 тео-
ремы доказывается от противного. Предположим устойчивость:

∀ε > 0, ∃δ1(ε) > 0, ∀|x0| < δ1, ∀t ≥ 0, |f(t,x0)| < ε. (13.12)

Зафиксируем ε > 0 и рассмотрим такую начальную точку x0, чтобы
выполнялось (13.12) и вследствие условия 1∗ теоремы: V (x0) = V0 < 0.
В силу (13.3) для соответствующего решения имеем

V (f(t,x0)) ≤ V0 < 0

или
∀t ≥ 0, |V (f(t,x0))| ≥ |V0| > 0. (13.13)

Вследствие V (0) = 0 и непрерывности V (x) можно выбрать такую
δ – окрестность (0 < δ < |x0|), чтобы выполнялось

{|x| < δ} ⇒ {|V (x)| < |V0|}. (13.14)

Сравнение (13.13) и (13.14) приводит к выводу, что для рассматри-
ваемого решения справедливо

|f(t,x0)| ≥ δ > 0,
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т. е. в совокупности с (13.12) приходим к выражению

∃x0, ∃δ > 0, ∀t ≥ 0, 0 < δ < |f(t,x0)| < ε,

аналогичному (13.9), противоречие получается дословным повторе-
нием рассуждений, следующих за утверждением (13.9). ¥

В следующем параграфе теорема 13.1 используется при изуче-
нии диссипативных систем. Частным случаем теоремы 13.1 (в (13.3)
М = {0}) является доказанная на полвека раньше

Теорема 13.2 (А.М. Ляпунов). Пусть в ∆–окрестности нулево-
го решения системы (13.1) существует положительно определенная
функция Ляпунова

V (x)
{

= 0, x = 0,

> 0, x 6= 0

такая, что ее производная V̇ (x) в силу системы (13.1) отрицательно
определена

W (x) = V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V (x)
∂xi

ϕi(x)
{

= 0, x = 0,

< 0, x 6= 0.

Тогда нулевое решение системы (13.1) асимптотически устойчиво по
Ляпунову.

§ 14. Устойчивость диссипативных систем

Полная энергия E = T +Π у определенно–диссипативных систем
удовлетворяет условию

Ė =
n∑

i=1

Q∗i q̇i

{
= 0, q̇ = 0,

< 0, q̇ 6= 0,
(14.1)

где Q∗
i — обобщенные силы, соответствующие непотенциальным. Как

и ранее, при использовании для механических систем определений
и результатов, относящихся к системе (13.1), предполагается отож-
дествление переменных x = (q,q̇).

Теорема 14.1. Пусть q0 = 0 есть изолированное положение рав-
новесия стационарной определенно–диссипативной системы. Пусть
потенциальная энергия имеет при q0 = 0 строгий минимум. Тогда
q0 = 0 — асимптотически устойчивое положение равновесия.
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¤ Как и в доказательстве теоремы 7.1 обосновывается, что функ-
ция V = E = T + Π положительно определена, т. е. выполнено
условие 1 теоремы 13.1. Выберем в фазовом пространстве R2n(q,q̇)
такую ε–окрестность, что в ней выполнены условия теоремы: при
q 6= 0 справедливо Π(q) > 0, и q0 = 0 — единственное положение
равновесия. Полная энергия E = T +Π — положительно определен-
ная функция переменных q, q̇. Ее производная Ė по t равна нулю на
множестве M = {|q̇| = 0} (см. (14.1)). Решения, принадлежащие M
при t ∈ [0,∞), являются положениями равновесия, но единственным
положением равновесия в ε–окрестности является q0 = 0. Условия 1
и 2 теоремы 13.1 выполнены. ¥

Пример 14.1. Электрической цепи, изображенной на рис. 14.1,

 
 

1R  
2R  3R  

1L  2L

 
3L  

1C  
2C  3C  4C  

Рис. 14.1

соответствуют кинетическая энергия (q̇i — сила тока по одному
из трех контуров, составляющих цепь, qi =

∫
q̇idt — количество элек-

тричества)

T =
1
2
(L1q̇

2
1 + L2q̇

2
2 + L3q̇

2
3), (14.2)

потенциальная —

Π =
1
2

{
1
C1

q2
1 +

1
C2

(q1 − q2)2 +
1
C3

(q2 − q3)2 +
1
C4

q2
3

}
(14.3)

и функция Релея

Φ =
1
2
(R1q̇

2
1 + R2q̇

2
2 + R3q̇

2
3). (14.4)

Изучим устойчивость состояния покоя цепи (q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0)
в двух случаях.
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1. R1 6= 0, R2 6= 0, R3 6= 0. Все три функции (14.2) — (14.4) поло-
жительно определены, вследствие чего: (q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0) —
единственное положение равновесия, и потенциальная энергия Π в
этом положении имеет строгий минимум; для системы справедливо
условие (14.1) определенной диссипативности (Ė = −2Ф). Выпол-
нены все условия теоремы 14.1, поэтому положение покоя цепи —
асимптотически устойчиво.

2. R1 = 0, R2 6= 0, R3 = 0. В этом случае не выполнено условие
(14.1) теоремы 14.1 (Ė = −2Φ = −R2q̇

2
2 = 0 при q̇1 6= 0, q̇2 = 0, q̇3 6= 0).

Воспользуемся теоремами 7.1 и 13.1. Функция Ляпунова

V = E = T + Π > 0

положительно определена (см. (14.2), (14.3)), а ее производная в силу
уравнений

W = V̇ = Ė = −2Φ = −R2q̇
2
2

{
= 0, (q,q̇) ∈ M = {q̇2 = 0},
< 0, (q,q̇) /∈ M

(14.5)

— отрицательно постоянна, поэтому по теореме 7.1 положение по-
коя устойчиво по Ляпунову. Уравнения Лагранжа, соответствующие
функциям (14.2) — (14.4), имеют вид

L1q̈1 +
(

1
C1

+ 1
C2

)
q1 − 1

C2
q2 = 0,

L2q̈2 +
(

1
C2

+ 1
C3

)
q2 − 1

C2
q1 − 1

C3
q3 + R2q̇2 = 0,

L3q̈3 +
(

1
C1

+ 1
C2

)
q3 − 1

C3
q2 = 0.

(14.6)

Обозначим

ω2
1 =

1
L1

(
1
C1

+
1
C2

)
, ω2

3 =
1
L3

(
1
C3

+
1
C4

)
. (14.7)

Возможны два варианта.

а) ω1 = ω3. Подстановкой нетрудно убедиться в том, что при
произвольной постоянной A система (14.6) имеет решение

q1 = C2A cos ω1t, q2 = 0, q2 = −C3A cos ω1t (14.8)
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(при R2 = 0 это одно из главных колебаний в цепи), т. е. в сколь
угодно малой окрестности начала координат фазового пространства
R6(q,q̇) найдется начальная точка

q0
1 = C2A, q0

2 = 0, q0
3 = −C3A, q̇0

1 = 0, q̇0
2 = 0, q̇0

3 = 0,

соответствующая незатухающему решению системы (14.6). Из опре-
деления 13.1 следует, что при ω1 = ω3 положение покоя не является
асимптотически устойчивым.

б) ω1 6= ω3. Первое условие и (13.3) во втором условии теоремы
13.1 с очевидностью выполнены (см. (14.2), (14.3) и (14.5)). Для об-
основания асимптотической устойчивости покажем, что справедливо
и условие (13.4). Из утверждения

∀t ≥ 0, x(t) = f(t,x0) ∈ M = {q̇2 = 0}
(см. (13.4), (14.5)) следует q2(t) = q0

2 = const и после интегрирования
первого и третьего уравнений системы (14.6) с учетом обозначений
(14.7) следует требуемый вид решения

q1 = A1 sin(ω1t + α1) + C1
C1+C2

q0
2 ,

q2 = q0
2 ,

q3 = A3 sin(ω3t + α3) + C3
C3+C4

q0
2 ,

(14.8)

подстановка которого во второе уравнение приводит к условию на
постоянные q0

2 , A1, α1, A2, α2(
1

C1+C2
+ 1

C3+C4

)
q0
2−

− 1
C2

A1 sin(ω1t + α1)− 1
C3

A3 sin(ω3t + α3) = 0.
(14.9)

Условие (14.9) с учетом ω1 6= ω3 справедливо при любом значении
t ≥ 0 только, если выполняется q0

2 = 0, A1 = 0, A3 = 0, что соот-
ветствует решению (14.8): q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0. Таким образом, все
условия теоремы 13.1 выполнены — положение покоя электрической
цепи асимптотически устойчиво.

§ 15. Устойчивость линейных автономных систем

Рассмотрим вопросы устойчивости, связанные с линейными ста-
ционарными (автономными) системами

ẋ = Dx, x ∈ Rn. (15.1)
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Решение (15.1) отыскивается в виде

x = ueλt, u ∈ Rn, u = const, |u| 6= 0. (15.2)

Подстановка (15.2) в (15.1) и сокращение на eλt приводит к системе
уравнений для u и λ

(D − λE)u = 0. (15.3)

Условие
det(D − λE) = 0

существования решения u 6= 0 линейной однородной системы урав-
нений (15.3) приводит к характеристическому уравнению

a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ + an = 0. (15.4)

Уравнение имеет n корней λ1, . . . , λn (кратные корни перечисляются
столько раз, какова кратность корня) — собственных чисел матрицы
D. В общем случае корни являются комплексными

λk = µk + iνk. (15.5)

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений показывает-
ся, что общее решение системы (15.1) (совокупность решений при
начальных условиях: t0 = 0, x0) имеет вид

x(t) =
n∑

k=1

Ck{eµkt[hk(t) cos νkt + Hk(t) sin νkt]}, (15.6)

где µk = Reλk, νk = Imλk (см. (15.5)); Ck — произвольные посто-
янные, определяемые по начальным условиям; hk(t), Hk(t) ∈ Rn —
вектор–функции с элементами — многочленами, причем выполняет-
ся

det ‖ h1(0), . . . , hn(0) ‖6= 0. (15.7)

Из вида решения (15.6) следует, что с точки зрения устойчивости в
зависимости от распределения корней на комплексной плоскости у
линейной системы (15.1) возможны три случая.
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Теорема 15.1.

1. {∀µk = Reλk < 0} ⇔ {x ≡ 0 — асимптотически устойчивое
решение системы (15.1)};

2. {∃µk = Reλk > 0} ⇒ {x ≡ 0 — неустойчивое решение системы
(15.1)};

3. {µk = Reλk < 0, k = 1,r < n, µk = Reλk = 0, k = r + 1, n} ⇒
{x ≡ 0 — устойчивое по Ляпунову или неустойчивое решение
системы (15.1)}.

¤ Утверждение 1 следует из того,что в каждом слагаемом в
(15.6) функция от t ∈ [0,∞), стоящая в фигурных скобках, в силу
µk = Reλk < 0 ограничена и при t → ∞ стремится к нулю, т. е.
оба условия в определении 13.1 выполнены (условие устойчивости
достигается ограничением |Ck| < εk на постоянные Ck). Обратное
утверждение⇐ обосновывается далее доказательством случаев 2 и 3:
если не выполняется ∀µk = Reλk < 0, то возможны или устойчивость
(не являющеяся асиптотической) или неустойчивость.

Для обоснования 2, предполагая µn = Reλn > 0, положим в
(15.6): Ck = 0, k = 1, n− 1. Выбором Cn 6= 0 можно сделать началь-
ные данные x0 = Cnhn(0) сколь угодно малыми: 0 < |x0| < δ. Так
как в оставшемся слагаемом функция, стоящая в фигурных скобках,
неограничено растет, решение x(t) = f(t,x0) покинет любую фикси-
рованную ε–окрестность, что и доказывает неустойчивость.

В случае 3 полагаем Ck = 0, k = 1, n− 1. Выбором Cn 6= 0 можно
сделать начальные данные x0 = Cnhn(0) сколь угодно малыми:

0 < |x0| < δ.

Соответствующие этим начальным данным решения

x(t) = Cn{[hk(t) cos νkt + Hk(t) sin νkt]},
во-первых, вследствие (15.7) удовлетворяют условию x(t) 6≡ 0, во-
вторых, не стремятся к нулю, что и обосновывает утверждение 3
теоремы. ¥

Случаи 1, 2 в теореме 15.1 называются некритическими. В этих
случаях характер устойчивости полностью определяется распределе-
нием корней характеристического многочлена (15.4) на комплексной
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плоскости: 1 — все корни слева от мнимой оси; 2 — есть корень спра-
ва от мнимой оси. В критическом случае 3 — нет корней справа
от мнимой оси, но есть корни на мнимой оси — для выяснения ха-
рактера устойчивости требуется более глубоко изучить матрицу D:
понять структуру её жордановой формы.

Рассмотрим линейную, автономную систему уравнений Лагран-
жа

n∑

k=1

(aik q̈k + bik q̇k + cikqk) = 0, i = 1,n, (15.8)

обладающую решением q(t) ≡ 0. Один из вариантов исследования
устойчивости нулевого решения: привести систему (15.8) к нормаль-
ному виду (15.1), вычислить характеристическое уравнение (15.4)
и применить теорему 15.1. Второй вариант — вычисление характе-
ристического уравнения непосредственно из системы (15.8). Вводя
обозначения для постоянных матриц

A = ‖aik‖, B = ‖bik‖, C = ‖cik‖,

запишем (15.8) в матрично–векторных обозначениях

Aq̈ + Bq̇ + Cq = 0. (15.9)

Решение отыскивается в виде

q = ueλt, u ∈ Rn, u = const, |u| 6= 0.

Подстановка в (15.9) и сокращение на eλt определит уравнение для
u и λ

(Aλ2 + Bλ + Cλ)u = 0.

Условие
det‖Aλ2 + Bλ + Cλ‖ = 0

существования решения |u| 6= 0 приводит к характеристическому
многочлену (15.4) и возможности применить теорему 15.1.

§ 16. Устойчивые многочлены. Критерии Рауса–Гурвица
и Михайлова

Как показано в § 15, вопрос о характере устойчивости нулевого
решения линейной системы (15.1) или лагранжевой системы (15.8)
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во многом определяется ответом на другой вопрос: все ли корни ха-
рактеристического уравнения (15.4)

f(λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + · · ·+ am−1λ + am = 0 (16.1)

имеют отрицательную действительную часть. Далее предполагаем

a0 > 0. (16.2)

Определение 16.1.Многочлен (16.1) называется устойчивым,
если все его корни λk = µk + iνk располагаются в комплексной плос-
кости слева от мнимой оси:

Reλk = µk < 0, k = 1, m. (16.3)

Существенную помощь в отсеевании неустойчивых многочленов
оказывает следующая

Теорема 16.1. Для коэффициентов ak устойчивого многочлена
с учетом (16.2) выполняется ak > 0, k = 0,m.

¤ Отсутствие отрицательных коэффициентов ak следует из раз-
ложения многочлена (16.1)

f(λ) = a0

m∏

k=1

(λ− λk) = a0

∏

l

(λ + |λl|)
∏

j

(λ2 + 2|µj |λ + µ2
j + ν2

j ),

где биномы соответствуют действительным корням λl, квадратные
трехчлены — парам комплексно–сопряженных корней µj±νj . Для об-
основания отсутствия коэффициентов ai = 0 проведем рассуждения
по индукции. Бином (λ+|λl|) или квадратный трехчлен (λ2+2|µj |λ+µ2

j+ν2
j ),

взятые на первом шаге, удовлетворяют условию ak > 0. Умножение
на общем шаге многочлена с положительными коэффициентами на
(λ + |λl|) или на (λ2 + 2|µj |λ + µ2

j + ν2
j ) с очевидностью сохраняет

свойство ∀ak > 0. ¥
Условие (16.3) носит только необходимый характер. Например,

многочлен

f(λ) = λ3 + λ2 + λ + 1 = (λ2 + 1)(λ + 1)

имеет корни λ1,2 = ±i, λ3 = −1 и не является устойчивым.
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Далее приводятся два критерия устойчивости многочлена, при-
чем суждение об устойчивости выносится, минуя вычисление корней.

Первый — алгебраический критерий — без доказательства1.
Теорема 16.2 (Е. Раус, А. Гурвиц). Многочлен (16.1) устой-

чив тогда и только тогда, когда выполняется ∆i > 0, i = 1,m, где
∆i — главные центральные миноры определителя Гурвица

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 a7 . . . 0
a0 a2 a4 a6 . . . .
0 a1 a3 a5 . . . .
0 a0 a2 a4 . . . .
0 0 a1 a3 . . . .
0 0 a0 a2 . . . .
...

...
...

...
. . . .

0 0 0 0 · · · am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Размер определителя Гурвица ∆m совпадает со степенью многочле-
на (16.1).

Прежде, чем сформулировать геометрический критерий Михай-
лова, раcсмотрим для многочлена (16.1) годограф Михайлова и его
свойства. Заменим в (16.1) переменную λ на iω и отделим действи-
тельную и мнимую части

f(iω) = u(ω) + iv(ω) (16.4)

Заметим, что в u(ω) входят только четные степени ω, в v(ω) — только
нечетные:

u(−ω) = u(ω), v(−ω) = −v(ω). (16.5)

Меняем ω в пределах ω ∈ [0,∞), строим годограф Михайлова —
годограф комплексного числа (16.4) (рис. 16.1).

1Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. — 3-е изд. — М.: Наука, 1967, гл.XV.
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0ω =  

Рис. 16.1

В дальнейшем используется число
∞
∆

ω=0
θ = θ(∞) − θ(0) — из-

менение аргумента комплексного числа. Сформулируем несколько
свойств

∞
∆

ω=0
θ.

а) Рассматриваются только такие многочлены, у которых нет
мнимых корней λ = iω0. Иначе при ω = ω0 годограф Михайлова
проходил бы через начало координат, где не определен аргумент θ.

б) Число
∞
∆

ω=0
θ кратно π/2, причем в зависимости от степени мно-

гочлена выполняется

∞
∆

ω=0
θ =





kπ, m = 2l,

π

2
+ kπ, m = 2l + 1.

(16.6)

Результат есть следствие (16.5) и равенства

tgθ =
v(ω)
u(ω)

.

Результат (16.6) дает возможность ограничиться построением годо-
графа в пределах ω ∈ [0,ω̃] , где ω̃ — наибольший из объединенной
совокупности корней уравнений u(ω) = 0, v(ω) = 0. При ω > ω̃ го-
дограф остается в определенном квадранте, а предельное значение
θ находится при помощи (16.6). Например, если годограф, изобра-
женный на рис. 16.1, в дальнейшем не покинет третьего квадранта,
то

∞
∆

ω=0
θ =




−π, m = 2l,

−π

2
, m = 2l + 1.
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в) При изменении ω в пределах ω ∈ (−∞,∞) справедлива связь

∞
∆

ω=−∞
θ = 2

∞
∆

ω=0
θ.

Этот результат опять же следствие (16.5): годограф при ω ∈ (−∞,0],
и годограф при ω ∈ [0,∞) симметричны относительно действитель-
ной оси.

На основе свойств а) — в) доказывается

Теорема 16.3. Количество l корней слева от мнимой оси (у ко-
торых Reλk < 0) и количество r — справа от мнимой оси (Reλk > 0)
связаны с годографом Михайлова следующим образом

∞
∆

ω=0
θ = (l − r)

π

2
. (16.7)

¤ Представим многочлен (16.1) в виде

f(λ) = a0

m∏

k=1

(λ− λk). (16.8)

С учетом λ = iω, λk = µk + iνk для одного бинома выполняется

λ− λk = −µk + i(ω − νk) = Rk(ω)eiθk(ω). (16.9)

Рассмотрим для (16.9) изменение θk при ω ∈ (−∞,∞). С учетом
свойства а) возможны два случая

1) µk < 0. Тогда
∞
∆

ω=−∞
θ = π (рис. 16.2 и 16.3).

 
 

θ  

2 1ω ω>  

kµ−  

1ω  

( )Re kiω λ−  

( )Im kiω λ−  

Рис. 16.2
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Рис. 16.3

2) µk > 0. Тогда
∞
∆

ω=−∞
θ = −π (рис. 16.4 и 16.5).

 
 

2 1ω ω>  

kµ−  

1ω  

( )Re kiω λ−  

( )Im kiω λ−  

θ  

Рис. 16.4

 
 

θ  

2π  
kν  ω  

3 2π  

π  

Рис. 16.5

Подставляем (16.9) в разложение (16.8), получаем

f(iω) = a0

{
m∏

k=1

Rk(ω)

}
e
i

mP
k=1

θk(ω)
,

откуда следует

θ(ω) = arg f(iω) =
m∑

k=1

θk(ω)

и
∞
∆

ω=−∞
θ =

m∑

k=1

∞
∆

ω=−∞
θk = (l − r)π
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а свойство в) приводит к утверждению (16.7) теоремы. ¥
Следствие 1. Степень многочлена (16.1) (m = l + r) и поведе-

ние годографа Михайлова (l− r) с учетом свойств а), б) однозначно
определяют распределение корней (l и r) на комплексной плоскости.

Cледствие 2 (А.В. Михайлов). Многочлен (16.1) устойчив —

l = m, r = 0

— в том и только в том случае, если для годографа Михайлова спра-
ведливо

∞
∆

ω=0
θ = m

π

2
,

где m — степень многочлена.

§ 17. Устойчивость по линейному приближению

В результате разложения правых частей нелинейной автономной
системы

ẋ = ϕ(x), x ∈ Rn, ϕ(0) = 0

в окрестности нулевого решения система примет вид

ẋ = Dx + R(x), (17.1)

где

D =
∥∥∥∥

∂ϕi(x)
∂xk

∣∣∣∣
x=0

∥∥∥∥
— числовая матрица, а R(x) — функции, разложения которых содер-
жит слагаемые не менее, чем второго порядка. Как будет показано
далее, характер устойчивости нулевого решения системы линейного
приближения

ẋ = Dx (17.2)

во многих случаях (1 и 2 в теореме 15.1) переносится на нелиней-
ную систему (17.1). Доказательство будет проводиться по следую-
щей схеме. Для линейной системы (17.2) строятся функции Ляпуно-
ва, определяющие по теоремам 15.4 и 13.2 характер устойчивости.
Затем показывается, что с построенными функциями и нелинейная
система (17.1) удовлетворяет условиям теорем 15.4 и 13.2. Функция
Ляпунова для системы (17.2) строится как квадратичная форма

V =
1
2
xT Xx (17.3)
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с числовой матрицей X. Производная V̇ в силу системы (17.2) —
также квадратичная форма

W = V̇ =
1
2
xT Cx. (17.4)

Вычисления с учетом (17.2) и ẋT = xT DT

W = V̇ =
1
2
{xT DT Xx + xT XDx} =

1
2
xT Cx (17.5)

связывают матрицы X и C в квадратичных формах (17.3) и (17.4):

DT X + XD = C. (17.6)

Матричное уравнение (17.6) относительно X называется уравнени-
ем Ляпунова. Приведем несколько результатов, касающихся реше-
ния уравнения Ляпунова.

Теорема 17.1.Пусть для собственных чисел λ1, . . . , λn и ρ1, . . . , ρn

матриц А и В размерности (n× n) выполняется

λi + ρk 6= 0, i,k = 1,n. (17.7)

Тогда матричное уравнение

AX + XB = C (17.8)

имеет единственное решение Х при любой матрице С.
¤ Уравнение (17.8) можно рассматривать как сокращенную за-

пись линейной системы уравнений Gx = c порядка n2 для элементов
матрицы X = ‖xik‖. Собственным числам λi, ρk соответствуют соб-
ственные векторы ui, vk (у матриц B и BT собственые числа ρk

совпадают)
Aui = λiui, BT vk = ρkvk.

Подстановкой в правую часть (17.8) убеждаемся в том, что матрицы

Xik = uiv
T
k

— собственные матрицы линейного оператора G:

AXik + XikB = Auiv
T
k + uiv

T
k B = λiuiv

T
k + uiρkvT

k = (λi + ρk)Xik.
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Таким образом найдены все n2 собтвенных значений λi+ρk матрицы
G, вследствие (17.7) матрица G — неособенная, и уравнение (17.8)
(или Gx = c) имеет единственное решение X. ¥

Теорема 17.2. Пусть для собственных чисел λk = µk + iνk мат-
рицы D выполняется

Reλk = µk < 0, k = 1,n. (17.9)

Тогда решение X матричного уравнения (E — единичная матрица)

DT X + XD = −E (17.10)

удовлетворяет следующим условиям:
1. решение X — единственно;
2. решение представимо в виде

X =

∞∫

0

eDT teDtdt; (17.11)

3. X — симметричная матрица;
4. соответсвующая матрице X квадратичная форма (17.3) — по-

ложительно определена.
¤ Утверждение 1 следует из теоремы 17.1: собственные числа

матриц D и DT совпадают, вследствие (17.9) для них выполняется
(17.7). Подстановка матрицы

Z(t) = eDT teDt (17.12)

в уравнение
Ż = DT Z + ZD, Z(0) = E, (17.13)

с учетом перестановочности матриц D и eDt приводит к тождеству.
Интегрирование тождества (17.13) определит равенство

Z(t)− Z(0) = DT

t∫

0

eDT teDtdt +

t∫

0

eDT teDtdtD. (17.14)

Вследствие (17.9) решения матричных уравнений Ẏ = DT Y, Ẏ = DY
и матрица (17.12) стремятся к нулю при t →∞, и переход к пределу
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t →∞ в (17.14) приводит с учетом Z(0) = E к нужному результату
2: матрица (17.11) — решение уравнения (17.10). Сходимость инте-
грала (17.11) также определяется условием (17.9). Транспонирова-
ние обеих частей уравнения (17.10) приводит к выводу, что X и XT

одновременно являются решениями, что вследствие единственности
решения обосновывает симметричность матрицы X : X = XT . По-
ложительную определенность соответствующей квадратичной фор-
мы (17.3) обосновывают вычисления

V =
1
2
xT

0 Xx0 =
1
2

∞∫

0

xT
0 eDT teDtx0dt =

=
1
2

∞∫

0

xT (t)x(t)dt =
1
2

∞∫

0

|x(t)|2dt > 0.

Учтено, что x(t) = eDtx0 — решение системы ẋ = Dx, x(0) = x0. ¥
Теорема 17.3. Пусть для собственных чисел λk = µk + iνk мат-

рицы D выполняется

λi + λk 6= 0, i,k = 1,n; (17.15)

Reλ1 = µ1 > 0. (17.16)

Тогда существует единственное решение X матричного уравнения

DT X + XD = −E, (17.17)

причем при некоторых значениях переменных x0 выполняется

V =
1
2
xT

0 Xx0 < 0. (17.18)

¤ Существование единственного решения X уравнения (17.17)
с учетом (17.15) следует из теоремы 17.1. Неравенство (17.18) до-
кажем от противного. Предположение V (x) > 0 о положительной
определенности формы V , вследствие

V̇ = −1
2

n∑

i=1

x2
i < 0
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(в (17.4) C = E) по теореме 13.2 приводит к выводу об асимптоти-
ческой устойчивости нулевого решения системы ẋ = Dx, что вслед-
ствие (17.16) противоречит теореме 15.1. Предположение V (x) ≥ 0, V (x0) = 0
при x0 6= 0 также приводит к противоречию: для решения x(t) = f(t,x0)
на некотором интервале [0,t1] выполняется

V̇ = −1
2

n∑

i=1

x2
i < 0,

следовательно V (x(t1)) < 0. ¥
Теорема 17.4. Пусть для собственного числа λ1 = µ1 + iν1 мат-

рицы D выполняется
Reλ1 = µ1 > 0. (17.19)

Тогда при некотором числе c > 0 матричное уравнение

DT X + XD = 2cX − E (17.20)

имеет единственное решение X, причем при некоторых значениях
переменных x0 выполняется

V =
1
2
xT

0 Xx0 < 0. (17.21)

¤ Уравнение (17.20) эквивалентно уравнению вида (17.17):

(D − cE)T X + X(D − cE) = −E.

Корни λ̃k характеристического уравнения

det(D − cE − λ̃E) = det(D − (c + λ̃)E) = 0,

соответствующего матрице (D − cE), связаны с собственными чис-
лами матрицы D очевидным соотношением

λ̃k = λk − c = µk − c + iνk.

Выбор числа c > 0 подчиним двум условиям: во–первых, чтобы со-
хранилось требование (17.19)

Reλ̃1 = µ1 − c > 0,
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во–вторых, чтобы выполнялось условие

λ̃k + λ̃i = λk + λi − 2c 6= 0, i, k = 1, n.

Так как при таком выборе c выполнены все требования теоремы 17.3,
то справедливы и совпадающие утверждения теорем. ¥

Теорема 17.5. Пусть для корней характеристического многочле-
на системы линейного приближения (17.2) справедливо утверждение
1 теоремы 15.1: решение x ≡ 0 асимптотически устойчиво вследствие

Reλk < 0, k = 1, n.

Тогда решение x ≡ 0 нелинейной системы (17.1) также асимптотиче-
ски устойчиво.

¤ Так как выполнено условие (17.9) теоремы 17.2, то существует
решение X уравнения (17.10), которому соответствует положительно
определенная форма V (см. (17.3)). Дифференцирование V̇ в силу
нелинейной системы (17.1) вследствие (17.10) (см. (17.4) – (17.6))
приводит к результату

W = V̇ = −1
2

n∑

i=1

x2
i + xT XR.

Функция xT XR имеет более высокий порядок малости, чем
n∑

i=1

x2
i ,

поэтому существует ε–окрестность положения x = 0, в которой при
x 6= 0, выполняется W < 0, т. е. выполнены все условия теоремы
13.2. ¥

Теорема 17.6 Пусть для корней характеристического многочле-
на системы линейного приближения (17.2) справедливо утвержде-
ние 2 теоремы 15.1: решение x ≡ 0 неустойчиво вследствие Reλ1 > 0
(возможна перенумерация корней). Тогда решение x ≡ 0 нелинейной
системы (17.1) также неустойчиво.

¤ Выполнены условия теоремы 17.4, поэтому существует реше-
ние X уравнения (17.20) и при некоторых значениях x0 справедливо
неравенство (17.21). Из вида уравнения (17.20) следует очевидный
факт: уравнение

DT Y + Y D = 2cY + E (17.22)
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(−E вместо E) при некотором числе c > 0 имеет решение Y = −X,
для которого при некоторых значениях x0 выполняется

V (x) =
1
2
xT

0 Y x0 > 0. (17.23)

Дифференцирование функции xT V x в силу нелинейной системы (17.1)
приводит с учетом (17.22) (см. (17.4) – (17.6)) к выражению

W = V̇ = 2cV +
1
2

n∑

i=1

x2
i + xT Y R.

Так как функция xT Y R третьего или более высокого порядка мало-
сти, то для функции

U =
1
2

n∑

i=1

x2
i + xT Y R

в некоторой ε–окрестности выполняется V > 0, что в сочетании с
неравеством (17.23) приводит к выводу: все условия теоремы 5.4 вы-
полнены. ¥

§ 18. Вынужденные движения автономной системы.
Частотные характеристики

Рассматривается линейная стационарная система с асимптотиче-
ски устойчивым нулевым положением равновесия

n∑

k=1

(alk q̈k + blk q̇k + clkqk) = 0, l = 1, n, (18.1)

или в матричных обозначениях

Aq̈ + Bq̇ + Cq = 0.

Вследствие асимптотической устойчивости корни λk характери-
стического уравнения

f(λ) = ∆(λ) = det(Aλ2 + Bλ + C) = 0 (18.2)

удовлетворяют условию (теорема 15.1)

Reλk < 0.
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Изучим поведение системы при условии, что на нее действуют
дополнительные силы Ql(t), зависящие только от времени t:

n∑

k=1

(alk q̈k + blk q̇k + clkqk) = Ql(t), l = 1, n. (18.3)

Общее решение системы складывается из общего решения однород-
ной системы (18.1) и частного решения системы (18.3)

q(t) = qодн(t, C1, . . . , C2n) + qчастн(t).

Так как нулевое решение системы (18.1) асимптотически устойчи-
во, вклад qодн(t, C1, . . . , C2n) в решение(18.3) при любых начальных
данных (значениях постоянных Cj) через определенное время ста-
новится сколь угодно малым, и в качестве решения системы (18.3)
можно принять функцию qчастн(t) (рис. 18.1)

 
 

q  
� � � � � ( )q t  

t  

Рис. 18.1

В механике, теории управления, радиоэлектронике употребляет-
ся следующая терминология: Ql(t) — вход в систему, внешнее воз-
действие, возмущение; q(t) = qчастн(t) — выход, реакция на внешнее
воздействие, отклик, вынужденное движение (рис. 18.2).
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Рис. 18.2

Ставится следующая задача: по известному возмущению Q(t) вы-
числить отклик q(t). Решение задачи упрощает то обстоятельство,
что для линейных систем (18.3) справедлив непосредственно прове-
ряемый
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Принцип суперпозиции. Если воздействиям Qα(t), α = 1,m,

соответствуют отклики qα(t), α = 1,m, то воздействию
m∑

α=1
Qα(t)

соответствует отклик
m∑

α=1
qα(t).

Принцип суперпозиции дает возможность свести поставленную
задачу к следующей — найти отклик q(t), если воздействие имеет
место только в одном уравнении системы (18.3):

Ql = Q(t)δlj =
{

Q(t), l = j,

0 , l 6= j.

Ответ на поставленный вопрос зависит от двух обстоятельств: како-
ва исходная система (18.3), т. е. матрицы A, B, C, и каким является
воздействие Q(t). Как будет показано далее, вся нужная информа-
ция об «индивидуальности» системы содержится в отклике q(t) на
возмущение

Ql = δljDeiΩt, (18.4)

где i — мнимая единица. Отклик отыскивается в таком же виде

qk = EkeiΩt. (18.5)

Подстановка (18.4) и (18.5) в систему (18.3) после сокращения на eiΩt

приводит к алгебраической системе уравнений

n∑

k=1

[alk(iΩ)2 + blk(iΩ) + clk]Ek = Dδlj , l = 1, n, (18.6)

решение которой имеет вид

Ek =
D∆jk(iΩ)

∆(iΩ)
. (18.7)

Знаменатель есть определитель системы (18.6) — результат подста-
новки iΩ вместо λ в характеристическое уравнение (18.2). Вслед-
ствие условия асимптотической устойчивости (Reλk < 0) для знаме-
нателя при всех значениях Ω справедливо ∆(iΩ) 6= 0. Числитель в
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(18.7) строится следующим образом: в определителе ∆(iΩ) k-й стол-
бец заменяется столбцом из правой части (18.6):

k

j

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0
...
0
D
0
...
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Раскрывая этот определитель по k-му столбцу, получим числитель

D∆jk, где ∆jk — алгебраическое дополнение элемента с номером jk.
Множитель при D в выражении (18.7) определяется исключительно
матрицами A, B, C и носит название амплитудно-фазовой характе-
ристики:

Wjk(iΩ) =
∆jk(iΩ)
∆(iΩ)

. (18.8)

Индекс j указывает, по какой координате производится воздействие,
индекс k — по какой координате вычисляется отклик. Смысл назва-
ния (амплитудно–фазовая) выяснится ниже. Удобно иметь графи-
ческое представление Wjk. Для этого требуется выделить: Pjk(Ω) —
действительную часть, Sjk(Ω) — мнимую часть, Rjk(Ω) — модуль и
ψjk(Ω)) — аргумент комплексного числа Wjk(iΩ):

Wjk(iΩ) = Pjk(Ω) + iSjk(Ω) = Rjk(Ω)eiψjk(Ω). (18.9)

При Ω ∈ [0,∞) на комплексной плоскости строится годограф (рис.
18.3), который также носит название амплитудно–фазовой харак-
теристики. Полезно дополнительно иметь графики действительной
характеристики (рис. 18.4),
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Рис. 18.6
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и фазовой —

 
 

Ω  
jkψ  

Рис. 18.7

С учетом (18.5), (18.7) — (18.9) получаем результат

qk = DWjk(iΩ)eiΩt = DRjk(Ω)ei(Ωt+ψjk(Ω)) (18.10)

— отклик системы (18.3) на воздействие (18.4).

Рассмотрим, как, опираясь на амплитудно-фазовую характери-
стику, находить отклики на воздействия, отличные от (18.4).

Гармоническое воздействие. Подстановка (18.4) и (18.10) в
систему (18.3) превратит ее в тождественное равенство двух ком-
плексных выражений. Равенство мнимых частей с учетом линейно-
сти системы (18.3) приводит к выводу, что воздействию

Ql = δljD sinΩt (18.11)

соответствует отклик

qk = DRjk(Ω) sin{Ωt + ψjk(Ω)}, (18.12)

т. е. гармонический сигнал (18.11) при прохождении через линейную
систему не меняет частоту Ω, а в зависимости от частоты амплитуда
домножается на Rjk(Ω) и добавляется фаза ψjk(Ω). Числа Rjk(Ω) и
ψjk(Ω) можно определить графически: на рис. 18.3 для амплитудно-
фазовой характеристики показаны Rjk(Ω), ψjk(Ω). при Ω = 3. На-
помним, что отклик (18.12) установится через некоторое время после
того, как будет можно пренебречь собственными движениями систе-
мы, зависящими от начальных данных.

Периодическое негармоническое воздействие. Разложим воз-
действие в ряд Фурье

Ql = δlj

∞∑
m=0

(am sin mΩt + bm cos mΩt).
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Для каждого слагаемого отклик находится при помощи амплитудно–
фазовой характеристики. С учетом принципа суперпозиции получим
суммарный отклик

qk =
∞∑

m=0

{amRjk(mΩ) sin[mΩt + ψjk(mΩ)]+

+bmRjk(mΩ) cos[mΩt + ψjk(mΩ)]}.

Непериодическое воздействие Q(t)δlj . Для нахождения от-
клика требуется использовать интеграл Фурье. Укажем, не вдаваясь
в подробности, последовательность действий. Для функции Q(t) вы-
числяется ее Фурье–образ Φ(iΩ). Отклику qk(t) соответствует Фурье-
образ Wjk(iΩ)Φ(iΩ); обратным преобразованием Фурье находится
отклик qk(t).

Рассмотренный подход к изучению свойств системы носит назва-
ние частотного. До сих пор основным объектом, определяющим по-
ведение системы, были дифференциальные уравнения. При частот-
ном подходе информация о внутренней структуре системы дается
амплитудно–фазовой характеристикой в аналитическом или графи-
ческом виде. Амплитудно–фазовую характеристику можно постро-
ить экспериментально, не привлекая дифференциальных уравнений
(18.3). Для этого нужно подавать на вход гармоническое воздействие
(18.11) с разными частотами. Отклик (18.12) ставит в соответствие
каждой частоте Ω числа Rjk(Ω) и ψjk(Ω), которые определяют точ-
ку на графике (рис. 18.3). Построенный с нужной точностью гра-
фик дает возможность вычислять реакцию системы на воздействия,
отличные от гармонического, а также решать другие вопросы. При-
ведем для иллюстрации способ вычисления переходного процесса.
Пусть на систему, находящуюся в положении равновесия, при t = 0
подается единичное воздействие Ql = δlj (гармонический сигнал с
Ω = 0). После затухания собственных движений установится выход
qk = Rjk(0) = Wjk(0) = Pjk(0). Для приложений представляет ин-
терес переходный процесс: поведение системы в процессе затухания
собственных движений. Вычисления, которые мы опустим, приводят

75



к формуле1

qk(t) =
2
π

∞∫

0

Pjk(Ω)
sin Ωt

Ω
dΩ,

т. е. переходный процесс полностью определен действительной ча-
стью Pjk(Ω) амплитудно-фазовой характеристики.

1Айзерман М.А. Теория автоматического регулирования. М.: Наука, 1966.
452 с.
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Г л а в а V. ГАМИЛЬТОНОВА МЕХАНИКА

§ 19. Канонические уравнения Гамильтона

Уравнения Гамильтона можно составлять для таких систем, ди-
намика которых полностью задается функцией Лагранжа L(t,q,q̇).
Рассматриваются не только натуральные (механические) системы
(L = T −Π), поэтому на L накладывается условие (0.3)

det
∥∥∥∥

∂2L

∂q̇i∂q̇k

∥∥∥∥ 6= 0, (19.1)

при котором уравнения Лагранжа (0.2) имеют вид

n∑

k=1

∂2L

∂q̇i∂q̇k
q̈k + Gi(t,q,q̇) = 0, i = 1, n,

и разрешимы относительно q̈k. Для натуральных систем матрица в
условии (19.1) есть матрица квадратичной формы в кинетической
энергии, и условие (19.1) является следствием определения обоб-
щенных координат. Уравнения Гамильтона выводятся как результат
перехода от переменных Лагранжа t, q, q̇, описывающих состояние
системы, к переменным Гамильтона t, q, p. Обобщенные импульсы
связаны с переменными t, q, q̇ следующим образом:

pi =
∂L

∂q̇i
= ϕi(t,q,q̇). (19.2)

Уравнения Лагранжа

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 (19.3)

с учетом обозначения (19.2) допускают эквивалентную запись

ṗi =
∂L

∂qi
. (19.4)

Решив систему (19.2) относительно q̇k, получим обратный переход

q̇k = ψk(t,q,p) (19.5)
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от гамильтоновых переменных t, q, p к лагранжевым. Возможность
перехода от (19.2) к (19.5) гарантируется условием (19.1):

det
∥∥∥∥

∂ϕi(t,q,q̇)
∂q̇k

∥∥∥∥ = det
∥∥∥∥

∂2L

∂q̇i∂q̇k

∥∥∥∥ 6= 0.

Введем функцию Гамильтона (гамильтониан)

H(t,q,p) =
n∑

i=1

piq̇i|q̇=ψ(t,q,p) − L(t,q,q̇)|q̇=ψ(t,q,p) . (19.6)

В частности, для натуральных систем, когда справедливо

L = T −Π = T2 + T1 + T0 −Π,

подсчет H приводит к результату

H =
n∑

i=1

∂T2

∂q̇i
q̇i+

n∑

i=1

∂T1

∂q̇i
q̇i−L = 2T2+T1−T2−T1−T0+Π = T2−T0+Π

(использована теорема Эйлера об однородных функциях). Для ста-
ционарно заданной системы (T = T2) функция Гамильтона

H = T |q̇=ψ(q,p) + Π (19.7)

есть полная энергия в гамильтоновых переменных t, q, p.

Вывод уравнений Гамильтона (гамильтоновой системы) основан
на подсчете первого полного дифференциала от выражения (19.6)

dH =
∂H

∂t
dt +

n∑

i=1

∂H

∂qi
dqi +

n∑

i=1

∂H

∂pi
dpi =

=
n∑

i=1

pidq̇i +
n∑

i=1

q̇idpi − ∂L

∂t
dt−

n∑

i=1

∂L

∂qi
dqi −

n∑

i=1

∂L

∂q̇i
dq̇i.

Вследствие (19.2) первая и последняя суммы в правой части вза-
имно уничтожаются, и выражение принимает вид равенства двух
дифференциальных форм, причем обе формы содержат дифферен-
циалы от независимых переменных t, q, p. Приравнивая коэффици-
енты при дифференциалах, получим:

∂H

∂t
= −∂L

∂t
, (19.8)
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q̇i =
∂H

∂pi
, (19.9)

∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
. (19.10)

Уравнения (19.9) есть следствие замены переменных (19.2) и совпа-
дают с (19.5). Уравнениям (19.10) при помощи уравнений Лагранжа
в форме (19.4) можно придать вид

ṗi = −∂H

∂qi
. (19.11)

Для натуральных систем полученные уравнения есть следствие основ-
ной аксиомы динамики — второго закона Ньютона. Совокупность
уравнений (19.9) и (19.11) приводит к системе канонических уравне-
ний Гамильтона (гамильтоновой системе):





q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, n.

(19.12)

Построение, исходя из функции Гамильтона H(t,q,p), функции
Лагранжа L(t,q,q̇) возможно, если для H(t,q,p), выполняется

det
∥∥∥∥

∂2H

∂pi∂pk

∥∥∥∥ 6= 0. (19.13)

Условие (19.13) гарантирует принципиальную возможность алгебра-
ически решить уравнения q̇i = ∂H/∂pi (см. (19.12)) относительно pk,
т. е. получить равенство (19.2), с учетом которого формула (19.6)
приведет к нужному результату:

L(t,q,q̇) =

{
n∑

i=1

piq̇i −H(t,q,p)

}∣∣∣∣∣
p=ϕ(t, q, q̇)

. (19.14)

С точки зрения механики уравнения (19.12) имеют особенность —
они в каноническом виде, т. е. разрешены относительно производных
q̇i, ṗi. С точки зрения теории дифференциальных уравнений особен-
ностью является то, что правая часть системы (19.12) определяется
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одной функцией H. Вследствие указанных особенностей уравнения
Гамильтона обладают особыми свойствами как с точки зрения меха-
ники, так и с точки зрения теории дифференциальных уравнений.
С этих позиций рассмотрим вопрос о первых интегралах системы
(19.12).

§ 20. Первые интегралы гамильтоновых систем.
Теорема Якоби–Пуассона. Уравнения Уиттекера

Определение 20.1. Первым интегралом уравнений (19.12) на-
зывается функция f(t,q,p), которая при подстановке в нее любого
решения q(t), p(t) системы (19.12) сохраняет как функция t свое зна-
чение

f(t,q(t),p(t)) = f(t0,q0,p0) = const. (20.1)

Дифференцирование (20.1) по t в силу уравнений (19.12) даст экви-
валентное условие

df

dt
=

∂f

∂t
+

n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
= 0, (20.2)

которое связывает первый интеграл f с соответствующей функцией
Гамильтона H. Условие (20.2) примет компактный вид, если ввести
понятие скобки Пуассона (ϕ,ψ) от двух функций ϕ(t,q,p), ψ(t,q,p)
гамильтоновых переменных

(ϕ,ψ) =
n∑

i=1

(
∂ϕ

∂qi

∂ψ

∂pi
− ∂ϕ

∂pi

∂ψ

∂qi

)
. (20.3)

С учетом (20.3) условие (20.2) запишется в виде

∂f

∂t
+ (f,H) = 0.

С использованием скобок Пуассона (20.3) уравнения Гамильтона
(19.12) можно записать в симметричной форме

q̇i = (qi,H), ṗi = (pi,H).

Непосредственно по определению (20.3) проверяются следующие
свойства скобок Пуассона:
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1. (ϕ,ψ) = −(ψ,ϕ);

2. (
m∑

i=1

λiϕi,ψ) =
m∑

i=1

λi(ϕi,ψ), λ = const;

3. ((ϕ,f),ψ) + ((f,ψ),ϕ) + ((ψ,ϕ),f) = 0 (тождество Пуассона);

4.
∂(ϕ,ψ)

∂t
= (

∂ϕ

∂t
,ψ) + (ϕ,

∂ψ

∂t
).

Заметим, что если для элементов векторного пространства опре-
делена бинарная операция (·,·), удовлетворяющая условиям 1 — 3, то
пространство есть алгебра Ли. Другим примером алгебры Ли яв-
ляется трехмерное векторное пространство с операцией векторного
умножения.

Понятие скобки Пуассона полезно, в частности, тем, что дает воз-
можность по двум первым интегралам простыми вычислениями под-
считать еще один первый интеграл.

Теорема 20.1 (К.Якоби–С.Пуассон). Скобка Пуассона (ϕ,ψ) от
первых интегралов гамильтонoвой системы есть первый интеграл
той же системы.

¤ Условие теоремы утверждает следующее:

∂ϕ

∂t
+ (ϕ,H) = 0,

∂ψ

∂t
+ (ψ,H) = 0





⇒ ∂(ϕ,ψ)
∂t

+ ((ϕ,ψ),H) = 0.

С учетом свойств 4, 1 и 3 получим:

(
∂ϕ

∂t
,ψ) + (ϕ,

∂ψ

∂t
) + ((ϕ,ψ),H) =

= −((ϕ,H),ψ)− (ϕ,(ψ,H)) + ((ϕ,ψ),H) =

= ((H,ϕ),ψ) + ((ψ,H),ϕ) + ((ϕ,ψ),H) = 0,

что и доказывает теорему. ¥
Другая формулировка теоремы 20.1: множество первых интегра-

лов конкретной гамильтоновой системы — алгебра Ли.

81



Рассмотрим пример, когда скобка Пуассона двух первых интегра-
лов приводит к первому интегралу, который функционально незави-
сим от исходных. В однородном поле силы тяжести (ось z вертикаль-
на) сохраняются функции

px = mẋ, kz = ypx − xpy = m(yẋ− xẏ)

— проекция импульса на ось x и проекция момента импульса на ось z.
Скобка Пуассона (px,kz) есть независимый первый интеграл py = mẏ
— проекция импульса на ось y. Отметим, что первый интеграл py

является следствием не только сохранения величин px, kz, но и того
обстоятельства, что динамика системы определяется уравнениями
Гамильтона (см. теорему 20.1).

Для нахождения всех функционально независимых первых ин-
тегралов — количеством 2n — требуется интегрировать уравнение
в частных производных (20.2). Приведем несколько особенностей
функции Гамильтона H(t,q,p), благодаря которым первые интегра-
лы обнаруживаются без вычислений.

Определение 20.2. Координата qk называется циклической,
если функция Гамильтона от нее не зависит:

H = H(t, q1, . . . , qk−1, qk+1, . . . , qn, p1, . . . , pn).

Теорема 20.2.Циклической координате qk соответствует первый
интеграл pk.

¤ Утверждение следует из уравнений Гамильтона (19.12):

ṗk =
∂H

∂qk
= 0. ¥

Примечательно то, что при помощи циклической координаты мож-
но не на единицу, как обычно, а на две единицы понизить порядок
системы (19.12). Для этого рассматривается замкнутая система

q̇i =
∂H

∂pi
, i 6= k,

ṗi = −∂H

∂qi
, i 6= k.

(20.4)
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В правой части qk отстутствует в силу цикличности, а pk заменяется
произвольной постоянной Ck. После интегрирования системы (20.4)
зависимость qk(t) находится квадратурой (см. (19.12)):

qk =
∫

∂H

∂pk
(t,q1(t), . . . ,qk−1(t),qk+1(t), . . . ,qn(t),

p1(t), . . . ,pk−1(t),Ck,pk+1(t), . . . ,pn(t))dt.

Определение 20.3. Система называется обобщенно–консер-
вативной, если функция Гамильтона H(q,p) не зависит от времени t.

Теорема 20.3. Функция Гамильтона H(q,p) обобщенно–консер-
вативной системы является первым интегралом соответствующей га-
мильтоновой системы (19.12):

H(p,q) = h. (20.5)

¤ Подстановка H(q,p) в условие (20.2) для первого интеграла
приводит к тождеству. ¥

Для натуральных систем этот результат есть закон сохранения
полной энергии для консервативных систем (см. (19.6)).

Если функция Гамильтона H(q,p) удовлетворяет условию (19.13),
то H(q,p) по формуле (19.14) ставится в соответствие функция Ла-
гранжа L(q,q̇), и теорему 20.3 можно сформулировать в лагранже-
вых переменных. Так как соответствующий результат обсновывается
независимо от условий (19.13) или (19.1), докажим его отдельно.

Теорема 20.4. Пусть функция Лагранжа L(q,q̇) независит явно
от времени t. Тогда на решениях уравнений Лагранжа (19.3) сохра-
няется функция

n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L (20.6)

— функция Гамильтона (19.6) в лагранжевых переменных.
¤ К утверждению теоремы приводит непосредственная провер-

ка:

d

dt

(
n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
=

n∑

i=1

d

dt

∂L

∂q̇i
q̇i +

n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̈i−

n∑

i=1

∂L

∂qi
q̇i−

n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̈i =
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=
n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
q̇i = 0. ¥

Обобщенно-консервативные системы так же, как в случае цик-
лической координаты, допускают понижение порядка уравнений Га-
мильтона (19.12) на две единицы.

Теорема 20.5. Интегрирование системы (19.12) порядка 2n, со-
ответствующей обобщенно–консервативной системе, сводится к ин-
тегрированию гамильтоновой системы порядка 2n-2.

¤ Предполагаем, что уравнение (20.5) разрешимо относительно
некоторого импульса pk (в противном случае — H = H(q1, . . . ,qn) —
решение системы (19.12) очевидно). Считаем, что уравнение (20.5)
разрешимо относительно p1:

p1 = −K(q1,q2, . . . ,qn,p2, . . . ,pn,h). (20.7)

Тождество

H(q1, q2, . . . , qn,

p1︷ ︸︸ ︷
−K(q1, q2, . . . , qn, p2, . . . , pn, h) ,p2, . . . , pn) = h

продифференцируем по qi, pi, i = 2,n, получим

∂H

∂qi
+

∂H

∂p1

(
−∂K

∂qi

)
= 0, i = 2,n,

∂H

∂pi
+

∂H

∂p1

(
−∂K

∂pi

)
= 0, i = 2,n,

откуда следует

−∂K

∂qi
= −∂H

∂qi

/
∂H

∂p1
, i = 2,n,

∂K

∂pi
=

∂H

∂pi

/
∂H

∂p1
, i = 2,n.

(20.8)

Уравнения (19.12) с учетом (20.8) определяют замкнутую гамильто-
нову систему порядка 2n-2

dqi

dq1
=

(
q̇i

q̇1
=

∂H

∂pi

/
∂H

∂p1

)
=

∂K

∂pi
, i = 2,n,

dpi

dq1
=

(
ṗi

q̇1
= −∂H

∂qi

/
∂H

∂p1

)
= −∂K

∂qi
, i = 2,n,

(20.9)
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правые части которой есть функции от независимой переменной q1 и
искомых функций qi(q1), pi(q1), i = 2,n (см. (20.7)). Для нахождения
qi(t), pi(t), i = 1, n, следует систему (20.9) проинтегрировать. Под-
становка решения qi(q1), pi(q1), i = 2,n, в уравнение q̇1 = ∂H/ ∂p1 = g(q,p)
приводит к уравнению с разделяющимися переменными

dq1

dt
= g(q1, q2(q1)), . . . , qn(q1),

p1︷ ︸︸ ︷
−K(q1, q2(q1), . . . , qn(q1), p2(q1), . . . , pn(q1), h) ,

p2(q1), . . . , pn(q1)) = G(q1, h).

Результат q1(t) интегрирования с учетом qi(q1), pi(q1), i = 2,n и (20.7)
определяет общее решение qi(t), pi(t), i = 1, n уравнений Гамильтона
(19.12). ¥

Функция K(q1, q2, . . . , qn, p2, . . . , pn, h) в (20.7) называется функ-
цией Уиттекера, уравнения (20.9) — уравнениями Уиттекера (в
§ 24 уравнения (20.9) выводятся иным путем).

Определение 20.4. Координата qk называются отделимой, ес-
ли от нее и от соответствующего ей импульса функция Гамильтона
H(q,p) зависит следующим образом

H = H(t, z, q1, . . . , qk−1, qk+1, . . . , qn, p1, . . . , pk−1, pk+1, . . . , pn),

z = f(qk, pk).
(20.10)

Циклическая координата qk — частный случай отделимой коор-
динаты: z = f(qk, pk) = pk.

Теорема 20.6 Отделимой координате qk соответствует первый
интеграл z = f(qk, pk).

¤ Вычисления с учетом (19.12) и (20.10)

df(qk, pk)
dt

=
∂f

∂qk
q̇k +

∂f

∂pi
ṗk =

=
∂f

∂qk

∂H

∂pk
− ∂f

∂pk

∂H

∂qk
=

=
∂f

∂qk

∂H

∂z

∂f

∂pk
− ∂f

∂pk

∂H

∂z

∂f

∂qk
= 0
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приводят к нужному результату f(qk,pk) = C. ¥
Пример 20.1. Частице в поле всемирного тяготения в сфериче-

ских координатах соответствует функция Лагранжа

L = T −Π =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ) +

β

r

и функция Гамильтона (см. (19.2), (19.4), (19.6))

H = T + Π =
1

2m

(
p2

r +
p2

θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 θ

)
− β

r
. (20.11)

Координата ϕ — циклическая, что влечет по теореме 20.2 существо-
вание первого интеграла

pϕ = C1. (20.12)

Система с гамильтанианом (20.11) — обобщенно–консервативна и
вследствие теоремы 20.3 функция H(r,θ,ϕ,pr,pθ,pϕ) = h0 — первый
интеграл. С учетом (20.12) функции (20.11) можно придать требуе-
мый теоремой 20.6 вид

H =
1

2m

(
p2

r +
z

r2

)
− β

r
, z = p2

θ +
C2

1

sin2 θ
,

т. е. функция

z = p2
θ +

C2
1

sin2 θ
= p2

θ +
p2

ϕ

sin2 θ
= C2 (20.13)

— первый интеграл. Естественное желание увеличить при помощи
теоремы 20.1 количество функционально независимых первых ин-
тегралов приводит к неудаче: для каждой из трех скобок Пуассо-
на выполняется (·,·) ≡ 0. Именно это — огорчительное на первый
взгляд — обстоятельство дает возможность, не интегрируя и даже
не составляя уравнений Гамильтона (19.12), решить задачу до конца:
построить дополнительные к (20.11) — (20.13) три первых интеграла
(§ 31).

Пример 20.2. Система, определенная гамильтонианом (20.11),
является представителем достаточно широкого класса систем, за-
данных функцией Гамильтона (H, F1, F2 — произвольные функции)

H(F2(F1(q1, p1), q2, p2), p3, q4, p4). (20.13)
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Аналогично примеру 20.1, последовательное применение теорем 20.2,
20.3, 20.5 приводит к первым интегралам

F1(q1, p1) = α1,

F2(α1, q2, p2) = F2(F1(q1, p1), q2, p2) = α2,

p3 = α3,

H(α2, α3, q4, p4) = H(F2(F1(q1, p1), q2, p2), p3, q4, p4) = α4.
(20.14)

Также, как в примере 20.1, для каждой из шести скобок Пуассона
функций (20.14) выполняется (·,·) = 0, что позволит в § 31 удвоить
количество первых интегралов.

§ 21. Принцип Гамильтона. Замена переменных
в уравнениях Лагранжа
Принцип Гамильтона являет собой пример вариационного под-

хода к исследованию вопроса: возможно ли движение q̃(t) у кон-
кретной механической системы или такое движение реализоваться
не может. Далее график возможного движения в расширенном ко-
ординатном пространстве будем для краткости называть прямым
путем, а невозможного — окольным (рис. 21.1).

 
 

t  

q  

, , ,t q q q� ��  
, , ,t q p p�  

Рис. 21.1

Выделение прямых путей с помощью дифференциальных уравне-
ний носит «микроскопический» характер: достаточно сколь угодно
малой окрестности точки графика, чтобы извлечь числа t, q, q̇, q̈
(или t, q, p, q̇, ṗ), и, если в каждой точке эти числа удовлетворяют
уравнениям Лагранжа (19.3) или уравнениям Гамильтона (19.12), то
путь является прямым. Вариационный подход является «макроско-
пическим» : некоторый функционал ставит в соответствие число ко-
нечному участку пути, и в зависимости от поведения функционала
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при деформации (варьировании) пути — пунктир на рисунке 21.1 —
решается вопрос о принадлежности пути к прямым или окольным.
Введем точную терминологию.

Определение 21.1. Проварьировать путь q̃(t) означает вклю-
чить его в однопараметрическое семейство путей q(t,α), причем вы-
полняется q̃(t) = q(t,0). Значение функционала зависит от гранич-
ных точек пути, поэтому для каждого члена семейства должны быть
указаны: начальная точка t0(α), q0(α) = q(t0(α),α) и конечная —
t1(α), q1(α) = q(t1(α),α) (рис. 21.2).
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Рис. 21.2

Определение 21.2. Вариация δΦ функции Φ(t, q, q̇, q̈, p, ṗ) есть
дифференциал по α

δΦ =
∂Φ
∂α

δα,

например,

δqi =
∂qi(t,α)

∂α
δα,

δq̇i =
∂q̇i(t,α)

∂α
δα,

δL(t,q,q̇) =
n∑

i=1

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
.

Определение 21.3. Действием по Гамильтону называется
функционал

W =

t1∫

t0

L(t,q,q̇)dt, (21.1)

88



для подсчета которого конкретный путь q(t) подставляется в функ-
цию Лагранжа, полученная функция времени L(t,q(t),q̇(t)) интегри-
руется в заданных пределах t0, t1.

Далее потребуется формула вариации действия по Гамильтону.
Имеется ввиду следующее: путь q̃(t) варьируется (включается в се-
мейство q(t,α)), для каждого члена семейства вычисляется действие
по Гамильтону

W (α) =

t1(α)∫

t0(α)

L(t,q(t,α),q̇(t,α))dt (21.2)

и строится его вариация

δW =
∂W (α)

∂α
δα.

Теорема 21.1. Вариация действия по Гамильтону определяется
формулой

δW =

[
n∑

i=1

piδqi −Hδt

]∣∣∣∣∣
1

−

−
[

n∑

i=1

piδqi −Hδt

]∣∣∣∣∣
0

−

−
t1(α)∫

t0(α)

n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
δqidt.

(21.3)

В квадратных скобках в качестве pi и H обозначены величины (см.
(19.2), (19.5))

pi =
∂L

∂q̇i
, (21.4)

H =
n∑

i=1

piq̇i − L (21.5)
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с подстановкой вместо t, q, q̇ значений в начальной и конечной точ-
ках пути, соответствующего параметру α. Вариации δqi, δt в квад-
ратных скобках вычисляются на кривых начальных и конечных зна-
чений.

¤ Вариация δqi под интегралом вычисляется при фиксирован-
ном времени:

δqi =
∂qi(t,α)

∂α
δα,

а вариации δt, δqi в квадратных скобках — с учетом того, что на
кривых граничных данных при изменении α изменяются и t и qi.
Например, при t = t1(α):

δt|t1(α) =
∂t1(α)

∂α
δα, (21.6)

δqi |t1(α) = δqi(t1(α),α) =
dqi(t1(α),α)

dα
δ(α) =

=
∂qi(t1(α),α)

∂t
δt|t1(α) +

∂qi(t1(α),α)
∂α

δα =

= q̇i|t1(α) δt|t1(α) +
∂qi(t,α)

∂α

∣∣∣∣
t1(α)

δα.

(21.7)

В процессе доказательства формулы (21.3) использованы формулы
(21.6), (21.7) и обозначения

f ′(α) =
df(α)
dα

, L0 = L(t0(α),q0(α),q̇0(α)), L1 = L(t1(α),q1(α),q̇1(α)).

Для обоснования формулы (21.3) продифференцируем действие (21.2)
по α:

W ′(α) = L1t
′
1 − L0t

′
0+

+

t1∫

t0

n∑

i=1

(
∂L

∂qi
q′i +

∂L

∂q̇i
q̇′i

)
dt =

= L1t
′
1 − L0t

′
0+

+

t1∫

t0

n∑

i=1

(
∂L

∂qi
q′i −

d

dt

∂L

∂q̇i
q′i +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
q′i

))
dt =
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= L1t
′
1 +

n∑

i=1

∂L1

∂q̇i

∂qi(t,α)
∂α

∣∣∣∣
t1(α)

−

−L0t
′
0 −

n∑

i=1

∂L0

∂q̇i

∂qi(t,α)
∂α

∣∣∣∣
t0(α)

−

−
t1∫

t0

n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
q′idt =

= L1t
′
1 +

n∑

i=1

∂L1

∂q̇i

(
dqi(t1(α),α)

dα
− q̇i(t,α)

∣∣∣∣
t1(α)

t′1

)
−

−L0t
′
0 −

n∑

i=1

∂L0

∂q̇i

(
dqi(t0(α),α)

dα
− q̇i(t,α)

∣∣∣∣
t0(α)

t′0

)
−

−
t1∫

t0

n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
q′idt =

=
n∑

i=1

∂L1

∂q̇i

dqi(t1(α),α)
dα

−
n∑

i=1

(
∂L1

∂q̇i
q̇i

∣∣∣∣
t1(α)

)
t′1−

−
n∑

i=1

∂L0

∂q̇i

dqi(t0(α),α)
dα

−
n∑

i=1

(
∂L0

∂q̇i
q̇i

∣∣∣∣
t0(α)

)
t′0−

−
t1∫

t0

n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
q′idt.

Умножение на δα и использование обозначений (21.4) — (21.7) при-
водит к формуле (21.3). ¥

При формулировке принципа Гамильтона используется специаль-
ное варьирование: все представители семейства q(t,α) имеют одина-
ковые начальные и конечные точки

q(t0,α) = q0, q(t1,α) = q1 (21.8)

(рис. 21.3).
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Рис. 21.3

При таком варьировании квадратные скобки в (21.3) обращаются
в ноль, и формула принимает вид

δW = −
t1∫

t0

n∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi

)
δqidt. (21.9)

Для обоснования принципа Гамильтона сформулируем без доказа-
тельства утверждение из вариационного исчисления.

Теорема 21.2. Пусть h(x) — непрерывная на интервале [a,b]
функция и для любой непрерывной на том же интервале функции
g(x) выполняется

b∫

a

g(x)h(x)dx = 0.

Тогда справедливо h(x) ≡ 0.
Теорема 21.3 (Принцип Гамильтона).Путь q̃(t) является пря-

мым в том и только в том случае, если при любом варьировании
q(t,α), удовлетворяющем (21.8), для вариации действия по Гамиль-
тону на этом пути выполняется

δW |α=0 = 0.

¤ Принцип Гамильтона утверждает следующее:

{q̃(t) — прямой путь} ⇐⇒
{
∀ δqi =

∂qi(t,α)
∂α

∣∣∣∣
α=0

δα, δW |α=0 = 0
}

.
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Утверждение ⇒ непосредственно следует из (21.9): так как прямой
путь удовлетворяет уравнениям Лагранжа (19.3), выражения в круг-
лых скобках под интегралом (21.9) обращаются в нуль. Утверждение
⇐ есть следствие независимости обобщенных координат (возможно
варьирование, при котором δqk 6= 0, δqi = 0, i 6= k) и теоремы 21.2.
¥

Принципом (началом) в классической механике называют утвер-
ждение, которое можно принять за основную динамическую акси-
ому. Доказательство принципа Гамильтона есть по существу вывод
для натуральных систем эквивалентности с другим принципом —
вторым законом Ньютона:

{Второй закон Ньютона}

m
{Уравнения Лагранжа}

m
{Принцип Гамильтона}.

В качестве примера применения принципа Гамильтона исследуем
преобразование уравнений Лагранжа при заменах переменных. Си-
стема (19.3) определена функцией Лагранжа L(t,q,q̇). Всевозможные
решения q(t) системы при помощи неособенной замены переменных
{t, q} ←→ {t̂, q̂} преобразуются в функции q̂(t̂). Спрашивается:
будут ли функции q̂(t̂) решениями уравнений Лагранжа (19.3), по-
рожденных некоторой функцией L̂(t̂,q̂, ˙̂q)? Положительный ответ на
этот вопрос дают следующие рассуждения. Возьмем произвольный
прямой путь q(t) в исходных переменных и произвольным (с учетом
(21.8)) образом его проварьируем. Для действия по Гамильтону

W (α) =

t1∫

t0

L

(
t,q(t,α)

dq(t,α)
dt

)
dt (21.10)

в силу принципа Гамильтона имеем при α = 0 стационарную точку. В
формуле для прямого пути q(t) и в интеграле (21.10) сделаем переход
к новым переменным

t = t(t̂,q̂),

q = q(t̂,q̂).
(21.11)
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Результат варьирования q(t,α) прямого пути отобразится в простран-
ство новых переменных: q̂(t̂,α). Действие по Гамильтону W (α) есть
вычисление одного и того же интеграла в разных переменных, по-
этому в новых переменных функция W (α) останется прежней. По-
прежнему α = 0 есть стационарная точка W (α), поэтому в силу
принципа Гамильтона образ q̂(t̂) прямого пути q(t) есть решение
уравнений Лагранжа, а функция Лагранжа L̂ совпадает с функ-
цией, стоящей под интегралом в новых переменных. Подсчет этой
функции приводит к результату

L̂(t̂,q̂, ˙̂q) = L

(
t(t̂,q̂),q(t̂,q̂),

dq

dt

∣∣∣∣
t̂,q̂

)
dt

dt̂

∣∣∣∣
t̂,q̂

, (21.12)

где использовано преобразование (21.11) и обозначено

dqi

dt

∣∣∣∣
t̂,q̂

=

∂qi(t̂,q̂)
∂t̂

+
n∑

k=1

∂qi(t̂,q̂)
∂q̂k

˙̂qk

∂t(t̂,q̂)
∂t̂

+
n∑

k=1

∂t(t̂,q̂)
∂q̂k

˙̂qk

,

dt

dt̂

∣∣∣∣
t̂,q̂

=
∂t(t̂,q̂)

∂t̂
+

n∑

k=1

∂t(t̂,q̂)
∂q̂k

˙̂qk.

Заметим, что по множеству решений q̂(t̂) нельзя однозначно вос-
становить функцию Лагранжа. Принцип Гамильтона дает результат
(21.12) одного из таких восстановлений.

Другие функции Лагранжа L̂∗ можно получить, например, до-
бавлением к L̂ полной производной по времени от некоторой функ-
ции f(t̂,q̂):

L̂∗ = L̂ +
df(t̂,q̂)

dt̂
. (21.13)

Действительно, действия W, W ∗, соответствующие функциям L̂ и
L̂∗, при любом варьировании различаются на одно и то же число
f(t̂1,q̂1)− f(t̂0,q̂0):

W ∗(α) =

t̂1∫

t̂0

(
L̂ +

df

dt̂

)
dt̂ = W (α) + f(t̂1,q̂1)− f(t̂0,q̂0),
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поэтому при α = 0 действия W, W ∗ одновременно принимают или
не принимают стационарное значение.

Таким образом, если путь является решением системы (19.3) с
лагранжианом L̂, то он же в силу принципа Гамильтона есть решение
системы с функцией Лагранжа (21.13).

§ 22. Теорема Эмми Нётер

Теорема Нётер связывает симметрии в уравнениях Лагранжа (0.2)
с законами сохранения — первыми интегралами. Применительно к
уравнениям Лагранжа введем несколько понятий.

Определение 22.1. Преобразование симметрии в уравнени-
ях Лагранжа — неособенное преобразование t, q ←→ t̂, q̂ расширен-
ного координатного пространства Rn+1(t,q), поточечно переводящее
каждое решение q(t) в решение q̂(t̂) той же системы.

В частности, преобразование t, q ←→ t̂, q̂ является преобразова-
нием симметрии, если оно связано с лагранжевой системой следую-
щим образом:

L

(
t̂,q̂,

dq̂

dt̂

)
= L(t,q,q̇)

dt

dt̂
(22.1)

— обе части образованы одной и той же функцией L(·, · ,·). Действи-
тельно, решение q(t) системы, соответствующей функции Лагранжа
L(t,q,q̇), под действием преобразования переходит в решение q̂(t̂) си-
стемы, соответствующей функции L̂(t̂,q̂,dq̂/dt̂), вычисленной по фор-
муле (21.12). «Снятие шляпы» с L̂ в (21.12) означает: q̂(t̂) — решение
той же системы, что и q(t).

Определение 22.2. Преобразование вариационной симмет-
рии в системе с функцией Лагранжа L(t,q,q̇), — неособенное преоб-
разование t, q ←→ t̂, q̂ расширенного координатного пространства
Rn+1(t,q), удовлетворяющее условию (22.1).

Вариационными симметриями не исчерпываются симметрии по
определению 22.1. Например, если вместо формулы (22.1) имеет ме-
сто соотношение (такие симметрии называются дивергентными)

L

(
t̂,q̂,

dq̂

dt̂

)
+

df(t̂,q̂)
dt̂

= L(t,q,q̇)
dt

dt̂
,
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то также, как в случае (22.1), в силу преобразования выполняется:

{q(t)— решение} ⇒ {q̂(t̂)— решение той же лагранжевой системы}

(см. формулу (21.13) и сопутствующие формуле рассуждения).
Аналогично, если лагранжева система (0.2) и преобразование

t, q ←→ t̂, q̂ связаны соотношением (такие симметрии называются
конформными)

L

(
t̂,q̂,

dq̂

dt̂

)
= cL(t,q,q̇)

dt

dt̂
, c = const,

то в силу однородности системы (0.2) относительно L также спра-
ведливо утверждение

{q(t)— решение} ⇒ {q̂(t̂)— решение той же лагранжевой системы}.

Определение 22.3. Однопараметрическая группа преоб-
разований пространства Rn+1(t,q) — решение

t̂ = t̂(t,q,τ),

q̂i = q̂i(t,q,τ), i = 1, n,
(22.2)

автономной (стационарной) системы уравнений (независимая пере-
менная — групповой параметр τ)

dt̂

dτ
= ξ(t̂,q̂),

dq̂i

dτ
= ηi(t̂,q̂), i = 1, n,

(22.3)

при начальных условиях

t̂(0) = t,

q̂i(0) = qi, i = 1, n.
(22.4)

Групповая сущность преобразований (22.2) далее не использует-
ся, поэтому не обсуждается.
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По уравнениям (22.2) группы правые части системы (22.3) вы-
числяются по формулам

ξ(t,q) =
∂t̂(t,q,τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

,

ηi(t,q) =
∂q̂i(t,q,τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, i = 1, n.

(22.5)

Определение 22.3. Группа (22.2) является группой вариаци-
онных симметрий для системы с функцией Лагранжа L(t,q,q̇), ес-
ли любое ее преобразование (при фиксированном значении τ) — пре-
образование вариационной симметрии в смысле определения 22.2.

Для проверки: удовлетворяет ли пара {L(t,q,q̇) и группа (22.2)}
определению (22.4), — удобнее условие (22.1) записать в эквивалент-
ной форме

L

(
t̂,q̂,

dq̂

dt̂

)
dt̂

dt
= L(t,q,q̇). (22.6)

Условие (22.1) «обслуживает» переход t, q −→ t̂, q̂, а (22.6) — переход
t̂, q̂ −→ t, q.

Теорема 22.1 (Эмми Нётер.) Пусть группа (22.2) — группа
вариационных симметрий для лагранжевой системы, определенной
функцией L(t,q,q̇). Тогда у системы есть первый интеграл

w =
n∑

i=1

piηi − ξH, (22.7)

где ξ, ηi — функции (22.5), а pi, H — обозначения (19.4) для обоб-
щенного импульса и (19.6) для функции Гамильтона:

pi =
∂L

∂q̇i
, H(t,q,p) =

n∑

i=1

piq̇i − L(t,q,q̇). (22.8)

¤ Потребуются формулы (учтены обозначения (22.5), то, что при
τ = 0 вследствие (22.4) справедливы равенства t̂ = t, q̂ = q, и пере-
становочность дифференцирования по независимым переменным t
и τ)

∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

dt̂

dt
=

d

dt

∂t̂

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=
dξ

dt
, (22.9)
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∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

dq̂i

dt̂
=

∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

dq̂i

dt
dt̂

dt

=

=

(
∂
∂τ

∣∣∣
τ=0

dq̂i
dt

)
dt̂
dt

∣∣∣∣
τ=0

−
(

∂
∂τ

∣∣∣
τ=0

dt̂
dt

)
∂
∂τ

∣∣∣
τ=0

dq̂i
dt

(
dt̂
dt

)2
∣∣∣∣∣
τ=0

= (22.10)

=
d

dt

dq̂i

dτ

∣∣∣∣
τ=0

−
(

d

dt

dt̂

dτ

∣∣∣∣
τ=0

)
dqi

dt
=

dηi

dt
− q̇i

dξ

dt
.

Утверждение (22.7) доказывается дифференцированием условия
(22.6) по τ при τ = 0 с учетом формул (22.4), (22.9), (22.10), уравне-
ний Лагранжа (0.2) и обозначений (22.5), (22.8):

∂L

∂t
ξ +

n∑

i=1

∂L

∂qi
ηi +

n∑

i=1

∂L

∂q̇i

(
dηi

dt
− q̇i

dξ

dt

)
+ L

dξ

dt
=

=
d

dt

{
n∑

i=1

∂L

∂q̇i
ηi − ξ

(
n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)}
=

dw

dt
= 0. ¥

Пример 22.1 (В.Ф.Журавлев). Для свободной частицы с ла-
гражианом

L =
1
2

(
dq

dt

)2

(22.11)

делается замена переменных (α, β — постоянные, τ — групповой
параметр)

t̂ = teατ ,

q̂ = qeβτ .
(22.12)
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Подстановка (22.11) и (22.12) в левую часть условия (22.6) для ва-
риационной симметрии приводит к результату

1
2

(
dq̂

dt̂

)2
dt̂

dt
=

1
2

(
dq

dt

)2

e(α−2β)τ

и к выводу, что (22.12) — группа вариационных симметрий для си-
стемы с функцией Лагранжа (22.11) при α− 2β = 0, например, при
α = 2, β = 1. При этих значениях формулы (22.5) и (22.8) приводят
к функциям

ξ = 2t, η = q, p = q̇, H = L =
1
2
q̇2,

которые определяют первый интеграл (22.7)

w = q̇q − tq̇2.

В следующем примере теорема 22.1 обосновывает сохранение для
замкнутой системы полной механической энергии, импульса и мо-
мента импульса.

Пример 22.2. Положение материальных точек задается в орто-
нормированной системе координат:

ri = xii + yij + zik, i = 1,N.

Предполагается, что потенциальная энергия Π(rik) зависит только
от расстояний rik между точками:

r2
ik = |ri − rk|2 = (xi − xk)2 + (yi − yk)2 + (zi − zk)2.

Системе соответствует функция Лагранжа

L = T −Π =
1
2

N∑

i=1

mi(ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i )−Π(rik), (22.13)

обобщенные импульсы

px
i = miẋi, py

i = miẏi, pz
i = miżi
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и функция Гамильтона (в лагранжевых переменных)

H = T + Π =
1
2

N∑

i=1

mi(ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i ) + Π(rik).

Запишем также левую часть условия (22.6) для проверки конкрет-
ного преобразования на вариационную симметрию:

L
dt̂

dt
=

{
1
2

N∑

i=1

mi

[(
dx̂i

dt̂

)2

+
(

dŷi

dt̂

)2

+
(

dẑi

dt̂

)2
]
−Π(r̂ik)

}
dt̂

dt
,

(22.14)
где обозначено

r̂2
ik = (x̂i − x̂k)2 + (ŷi − ŷk)2 + (ẑi − ẑk)2. (22.15)

Приведем несколько групп вариационных симметрий для системы
с функцией Лагранжа (22.13), соответствующие группам функции
(22.5) и первые интегралы (22.7):

w =
N∑

i=1

mi(ẋiη
x
i + ẏiη

y
i + żiη

z
i )− ξH. (22.16)

1. Сдвиг по времени t

t̂ = t− τ, x̂i = xi, ŷi = yi, ẑi = zi;

ξ = −1, ηx
i = 0, ηy

i = 0, ηz
i = 0.

(22.17)

Подстановка преобразования (22.17) в выражение (22.14) приводит
к выводу, что условие (22.6) выполнено, и у системы есть первый
интеграл (22.16):

w = H = T + Π. (22.18)

Преобразование (22.17) определяет по теореме 22.1 первый инте-
грал (22.18) — полную механическую энергию — для любой консер-
вативной системы.

2. Сдвиг по координате x

t̂ = t, x̂i = xi + τ, ŷi = yi, ẑi = zi;

ξ = 0, ηx
i = 1, ηy

i = 0, ηz
i = 0.
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Так как общий для всех точек сдвиг по одной из координат не меняет
расстояний между точками — в (22.15) r̂ik = rik, — условие (22.6)
выполнено, и у системы есть первый интеграл (22.16)

w = Px =
N∑

i=1

miẋi

— проекция импульса системы на ось x. Аналогичные построения
приводят к выводу, что проекции импульса на другие оси также со-
храняются, т. е. во время движения импульс P системы остается
неизменным.

3. Поворот вокруг оси z

t̂ = t, x̂i = xi cos τ − yi sin τ, ŷi = xi sin τ + yi cos τ, ẑi = zi;

ξ = 0, ηx
i = −yi, ηy

i = xi, ηz
i = 0.

(22.19)
Ортогональные преобразования группы (22.19) не изменяют суммы
квадратов, поэтому кинетическая энергия в (22.14) не зависит от
параметра τ . Преобразования поворота (22.19) не изменяют также
расстояния между точками системы: в (22.14) и (22.15) r̂ik = rik.
Таким образом, условие (22.6) вариационной симметрии выполнено,
что приводит к первому интегралу (22.16)

w = Kz =
N∑

i=1

mi(xiẏi − yiẋi)

— проекции момента импульса на ось z. Аналогичные построения
приводят к выводу, что сохраняются проекции Kx, Ky и сам вектор
K0 момента импульса относительно начала координат.

§ 23. Характер экстремума действия по Гамильтона

Принцип Гамильтона утверждает, что при любом варьировании
с закрепленными конечными точками на прямом пути выполняется

∂W (α)
∂α

∣∣∣∣
α=0

= 0,

т. е. α = 0 есть стационарная точка функции W (α). Тип стационар-
ной точки зависит от наличия или отсутствия на исследуемом пути
кинетических фокусов.
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Для линейных систем уравнений Лагранжа

A(t)q̈ + B(t)q̇ + C(t)q = f(t), q ∈ Rn (23.1)

фокусы определяют не только характер экстремума действия по Га-
мильтона, но и влияют на единственность решения краевой задачи:
поиск решения q(t), проходящего через две точки (t0, q0), (t1, q1)
расширенного координатного пространства. Из теории обыкновен-
ных дифференциальных уравнений известно, что решение линейной
системы в нормальном виде

ẋ = D(t)x + f(t), x ∈ Rm

имеет следующий вид

x(t) = Φ(t,t0)x0 + F (t,t0),

где Φ(t,t0) — переходная матрица однородной системы ẋ = D(t)x,
F (t,t0) — функция, определяемая f(t) и Φ(t,t0), x0 = x(t0) — началь-
ные условия. Так как уравнения Лагранжа представимы в нормаль-
ном виде, то общее решение системы (23.1) также линейно выража-
ется через начальные данные q0 = q(t0), q̇0 = q̇(t0):

q(t,t0,q0,q̇0) = Φ1(t,t0)q0 + Φ2(t,t0)q̇0 + F (t,t0). (23.2)

Рассмотрим конкретный прямой путь в расширенном координатном
пространстве, соответствующий начальным данным t0, q0, q̇0. Так
как при t = t0 выполняется q(t0,t0,q0,q̇0) = q0, то для матриц Φ1, Φ2

справедливо
Φ1(t0,t0) = E, Φ2(t0,t0) = 0. (23.3)

При t1 > t0 возможны два варианта.
Первый:

det
∥∥∥∥

∂qi(t1,t0,q0,q̇0)
∂q̇0

k

∥∥∥∥ = det Φ2(t1,t0) 6= 0.

В этом случае краевая задача (t0, q0), (t1, q1 = q(t1,t0,q0,q̇0)) имеет
единственное решение: из уравнения (23.2), в которое вместо t, q
подставлено t1, q1, однозначно вычисляется q̇0, т. е. через две точки
(t0, q0), (t1, q1) пространства Rn+1 проходит единственное решение
q(t).
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Второй:

det
∥∥∥∥

∂qi(tf ,t0,q
0,q̇0)

∂q̇0
k

∥∥∥∥ = det Φ2(tf ,t0) = 0. (23.4)

Равенство (23.4) приводит к определению фокусов, справедливому
как для линейных, так и для нелинейных систем.

Определение 23.1. Две точки (t0, q0), (tf , qf ) расширенного
координатного пространства Rn+1, расположенные на решении

q(t) = q(t,t0,q0,q̇0)

называются сопряженными кинетическими фокусами, если спра-
ведливо равенство

det
∥∥∥∥

∂qi(tf ,t0,q
0,q̇0)

∂q̇0
k

∥∥∥∥ = 0, (23.5)

совпадающее для линейных систем (23.1) с равенством

detΦ2(tf ,t0) = 0 (23.6)

для матрицы Φ2 в общем решении (23.2) (см. (23.4)).

В ситуации фокусов для линейной системы вследствие (23.6) су-
ществует нетривиальное решение z 6= 0 системы

Φ2(tf ,t0)z = 0. (23.7)

Решение z порождает семейство q(t,α) разных прямых путей

q(t,t0,q0,q̇0 + αz) = Φ1(t,t0)q0 + Φ2(t,t0)(q̇0 + αz) + F (t), (23.8)

при любом числе α решающих краевую задачу (t0, q0), (tf , qf ): вли-
яние αz на границах исчезает вследствие (23.3) и (23.7). Обратно,
если по крайней мере два разных прямых пути (q̇0 6= ˙̃0q) решают
краевую задачу (t0, q0), (tf , qf ), то разность двух уравнений (23.2)
для этих путей, при t = tf приводит к выводу, что система (23.7)
имеет нетривиальное решение z = q̇0 − ˙̃0q 6= 0, следовательно, для
матрицы Φ2(tf ,t0) выполнено условие (23.6), а краевую задачу ре-
шает семейство (23.8) разных прямых путей.
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Проведенные рассуждения дают возможность считать, что дока-
зана

Теорема 23.1. Для линейной системы следующие утверждения
эквивалентны:

1. две точки (t0, q0), (tf , qf ), в соответствии с определением 23.1 —
сопряженные кинетические фокусы;

2. по крайней мере два разных решения (23.2) уравнений Лагран-
жа (23.1) проходят через точки (t0, q0), (tf , qf );

3. через точки (t0, q0), (tf , qf ), проходит однопараметрическое
семейство q(t,α) различных решений уравнений Лагранжа.

Для нелинейных уравнений Лагранжа нет прямой связи между
фокусами по определению 23.1 и единственностью решения краевой
задачи (см. пример 23.2), но, как указывалось в начале параграфа, и
в линейном и в нелинейном случаях наличие или отсутствие фокусов
определяет тип стационарной точки действия по Гамильтону. При-
ведем без доказательств две теоремы1, утверждения которых будут
проиллюстрированы (с элементами доказательств в общем случае)
на двух примерах.

Теорема 23.2 (необходимое условие минимума). Если действие
по Гамильтону (21.1) при любом варьировании прямого пути с за-
крепленными граничными точками (t0, q0), (t1, q1) достигает мини-
мума на прямом пути, то при t0 < t < t1 отсутствуют кинетические
фокусы, сопряженные точке (t0, q0).

Следствие. Если на прямом пути при t = tf , t0 < tf < t1 име-
ется кинетический фокус, то существует такое варьирование q(t,α)
прямого пути с закрепленными граничными точками (t0, q0), (t1, q1),
что действие по Гамильтону принимает на прямом пути стационар-
ное значение, отличное от минимума, включая и нестрогий.

Теорема 23.3 (достаточное условие строгого минимума). Если
на прямом пути при t0 < t ≤ t1 отсутствуют кинетические фокусы,
сопряженные начальной точке (t0, q0), то при любом нетривиальном
варьировании q(t,α) (∂q(t,0)/∂α 6≡ 0) с закрепленными граничными
точками (t0, q0), (t1, q1) действие по Гамильтону (21.1) принимает
на прямом пути строгий минимум.

1С доказательствами можно ознакомиться, например, в п.26: Буслаев В.С.
Вариационное вычисление. Л.: Изд–во Ленингр. ун.–та, 1980. 288 с.
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Пример 23.1. Для линейного осциллятора действие по Гамиль-
тону, уравнение Лагранжа и решение при начальных условиях t0 = 0, x0, ẋ0

имеют вид

W =
1
2

T∫

0

(ẋ2 − x2)dt, (23.9)

ẍ + x = 0, (23.10)

x(t,x0,ẋ0) = x0 cos t + ẋ0 sin t (23.11)

— частота ω учтена в масштабе времени t. Переменная

y =
∂x(t,x0,ẋ0)

∂ẋ0
, (23.12)

ответственная за появление кинетического фокуса (см. (23.5)), удо-
влетворяет уравнению (дифференцируем (23.10) по ẋ0):

ÿ + y = 0 (23.13)

с начальными данными

y0 = y(0) = 0, ẏ0 = ẏ(0) = 1, (23.14)

которые с учетом (23.12) следуют из решения (23.11). Уравнения
(23.10) и (23.13) совпадают с точностью до обозначений вследствие
того, что уравнение (23.10) является линейным однородным (ср. урав-
нения (23.28) и (23.31) в примере 23.2). Из уравнения (23.13) с на-
чальными данными (23.14) или из решения (23.11) с учетом (23.12)
находится функция y(t) = sin t, которая по условию (23.5) определя-
ет первый кинетический фокус (π, − x0), сопряженный начальной
точке (0, x0) : tf = π (половина периода) — первый нуль при t > 0
функции y(t).

 
 

t  

x  

0x  

π  
T  

1x  

0x−  

0 0x >�  

0 0x =�  

0 0x <�  

Рис. 23.1
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В соответствии с теоремой 23.1 через точки (π, −x0), (0, x0) про-
ходит однопараметрическое семейство решений (ẋ0 в (23.11) играет
роль параметра), причем для любого из прямых путей семейства
фокусная ситуация возникает при tf = π — через половину периода
(рис. 23.1). Для прояснения, как влияет фокус на характер стацио-
нарной точки у действия по Гамильтону, рассмотрим на интервале
[0,T ] конкретный прямой путь x(t) и проварьируем его: включим в
семейство x(t,α), для которого справедливо

x(0,α) ≡ x0, x(T,α) ≡ x1. (23.15)

Обозначим
u(t) = x′(t,α)|α=0 (23.16)

(штрих — дифференцирование по α). Вследствие (23.15) справедли-
вы равенства

u(0) = 0, u(T ) = 0. (23.17)

Предполагаeм варьирование нетривиальным, т. е. выполняется

u(t) 6≡ 0. (23.18)

Для действия (23.9) справедливо соотношение (см.(21.9))

W ′(α) = −
T∫

0

(ẍ + x)x′(t,α)dt. (23.19)

Для второй производной с учетом того, что x(t,0) удовлетворяет
(23.10), получим

W ′′(0) = −
T∫

0

(ü + u)udt. (23.20)

С учетом (23.17) сделаем преобразование

T∫

0

üudt = u̇u|T0 −
T∫

0

u̇2dt = −
T∫

0

u̇2dt,

получим формулу

W ′′(0) =

T∫

0

(u̇2 − u2)dt.
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При T ≤ π добавим к W ′′(0) нулевое вследствие (23.17) слагаемое

−
T∫

0

d

dt
(u2ctg t)dt.

Подынтегральное выражение в пределах интегрирования определе-
но:

lim
t→0

u(t)ctg t = lim
t→0

u(t)
tg t

= lim
t→0

u̇(t) cos2 t = u̇(0) < ∞.

Использовано (23.17) и правило Лопиталя. Аналогично:

lim
t→π

u(t)ctg t = u̇(π) < ∞.

Очевидные преобразования приводят к результату

W ′′(0) =

T∫

0

(u̇− uctg t)2dt. (23.21)

т. е., если T ≤ π (при 0 < t < T нет фокусов, сопряженных начальной
точке (0, x0)), то выполняется W ′′(0) ≥ 0.

Рассмотрим отдельно два случая, соответсвующие T ≤ π.
I. T < tf = π — при t ∈ (0,T ] фокус отсутствует. Предположение

W ′′(0) = 0 приводит к уравнению u̇ = uctg t с общим решением

u = C sin t.

Вариант C = 0 противоречит (23.18), вариант C 6= 0 с учетом 0 < T < π
противоречит (23.17). Следовательно, при любом (с учетом (23.15))
нетривиальном варьировании (см. (23.18)) выполняется W ′′(0) > 0:
действие по Гамильтону на прямом пути принимает строгий мини-
мум.

II. T = tf = π. В этом случае варьирование x(t,α) прямого пу-
ти, приводящее к u = x′(t,α)|α=0 = C sin t, C 6= 0 и к равенству
W ′′(0) = 0, возможно. Разложение x(t,α) по α имеет следующий вид:

x(t,α) = x0 cos t + ẋ0 sin t + αC sin t + αkf(t). (23.22)
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Оставлено ближайшее к αC sin t слагаемое (если оно есть) αkf(t), k ≥ 2,
определяющее характер экстремума действия W (α). Так как у пред-
ставителей семейства (23.22) совпадают граничные условия, для функ-
ции f(t) должно выполняться

f(0) = 0, f(π) = 0. (23.23)

Предполагаем также, что выполняется

f(t) 6≡ a sin t, a 6= 0, (23.24)

иначе преобразованием параметра β = αC+αka слагаемые αC sin t и
αka sin t можно об‘единить, и место αkf(t) в формуле (23.22) займет
следующее слагаемое в разложении (если оно есть), для которого вы-
полняется (23.24). Подстановка семейства (23.22) в (23.19) приводит
к результату

W ′(α) = −kα2k−1

T∫

0

(f̈ + f)fdt

с интегралом, совпадающим с интегралом в (23.20), причем гранич-
ные условия (23.17) и (23.23) для функций u и f под интегралами
также совпадают. Дословное повторение рассуждений, в результате
которых осуществлен переход от (23.20) к (23.21), приводит к фор-
муле

W ′(α) = kα2k−1

T∫

0

(ḟ − fctg t)2dt. (23.25)

Также как в пункте 1 предположение W ′(α) ≡ 0 приводит к запре-
щенному (23.24) равенству f = a sin t и к выводу

W (l) = 0, l = 1,2k − 1, W (2k) > 0, (23.26)

т. е., во–первых, ненулевая производная наименьшего порядка имеет
четный порядок, во–вторых, эта производная положительна.

Таким образом, если кинетические фокусы (0, x0), (π, − x0) есть
граничные точки варьируемого прямого пути x(t), то при варьиро-
вании x(t,α) = x(t) + α sin t (в (23.22) f(t) ≡ 0, все представители
семейства x(t,α) — прямые пути) действие (23.9) не зависит от α : из
(23.25) следует W ′(α) ≡ 0. При других нетривиальных варьированих
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x(t,α) прямого пути x(t) (u(t) = x′(t,0) 6≡ 0, x(t,α) 6≡ x(t) + αC sin t)
действие (23.9) достигает на прямом пути строгого минимума: при
u(t) 6≡ C sin t из (23.21) следует W ′′(0) > 0.

III. В случае
T > π, (23.27)

(на прямом x(t) есть фокус (π, −x0), сопряженный начальной точке
(0, x0), применим варьирование

x(t,α) = x(t) + α sin
nπt

T
,

где n - натуральное число. Подстановка в (23.20) выражения

u(t) = x′(t,0) = sin
nπt

T

приводит к результату

W ′′(0) =
[(nπ

T

)2

− 1
]

T

2
,

из которого видно, что при n = 1 вследствие (23.27) выполняется

W ′′(0) < 0,

т. е. на прямом пути достигается максимум функции W (α). Если же
число n выбрать из условия nπ > T, то выполняется W ′′(0) > 0, т. е.
на прямом пути функция W (α) принимает минимум.

Подведем итог полученным результатам. Прямой путь, соответ-
ствующий начальным данным t0 = 0, x0, ẋ0, содержит в простран-
стве R2(t,x) ближайший к начальной точке (0, x0) кинетический фо-
кус (π, − x0). Если на интервале [0,T ] фокус отсутствует (T < π),
то при любом нетривиальном варьировании (граничные точки не ва-
рьируются) действие по Гамильтону (23.9) принимает на прямом пу-
ти строгий минимум, что соответствует утверждению теоремы 23.3.
Если фокусы расположены на границах интервала [0,T = π], то
существует варьирование x(t,α) = x(t) + α sin t прямого пути x(t),
для которого выполняется W (α) ≡ 0 (проверяется подстановкой в
(23.9)); при прочих варьированиях прямому пути соответствует стро-
гий минимум. Если фокус расположен внутри интервала [0,T ] (T > π),
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то в зависимости от варьирования действие (23.9) принимает на пря-
мом пути как минимальное, так и максимальное значения.

Пример 23.2. Изучается уравнение

ẍ + sin x = 0, (23.28)

определяющее поведение маятника под действие силы тяжести —
коэффициент перед синусом учтен в масштабе времени. Рассматри-
ваются решения x(t,ω) уравнения (23.28) при начальных данных

t0 = 0, x(0,ω) = x0 = 0, ẋ(0,ω) = ẋ0 = ω (23.29)

— маятнику в нижнем положении сообщается угловая скорость ω.
При |ω| < 2 движения маятника носят колебательный характер —
на рис. 23.2 приведены решения, соответствующие а) ω = 0.8, б) ω = 1.4,
в) ω = 1.8.

t

x

а)

б)

в)

Рис. 23.2

При |ω| = 2 — асимтотический переход из нижнего положения в
верхнее. При |ω| > 2 — монотонное возрастание координаты1. Усло-
вие (23.5) для сопряженного кинетического фокуса в данном случае
имеет вид

∂x(tf ,ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ω∗

= 0. (23.30)

Для конструктивного нахождения фокуса на конкретном решении
x(t,ω∗) подставим общее решение x(t,ω) в уравнение (23.28), в ре-
зультате дифференцирования по ω получим

ÿ + y cos x(t,ω) = 0, (23.31)
1C. 152: Маркеев А.П. Теоретическая механика. М.: Наука, 1990. 416 с.
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где обозначено

y =
∂x(t,ω)

∂ω
.

Для y полагаются начальные условия

y(0) = y0 = 0, ẏ(0) = ẏ0 6= 0. (23.32)

Первое — y0 = 0 — следствие (23.29): y0 = ∂x(0,ω)/∂ω = 0; второе
— ẏ0 6= 0 — принимается во избежание неинформативного триви-
ального решения y(t) ≡ 0. Фокусному условию (23.30) соответствует
момент времени tf > 0, для которого выполняется yf = y(tf ) = 0.
Таким образом, для нахождения на конкретном решении x(t) ки-
нетического фокуса в смысле определения 23.1 требуется совместно
решать уравнения (23.28), (23.31) при начальных условиях (23.29),
(23.32). Первому фокусу на решении x(t) соответствует первый мо-
мент времени tf > 0, для которого выполняется y(tf ) = 0.

 

y  

t  � ) 
�

) � ) 

Рис. 23.3

Нетрудно видеть, что вследствие линейности по y уравнения (23.31)
и начального условия y0 = 0, неопределенность в начальном усло-
вии ẏ0 6= 0 на результат вычисления фокуса не влияет (обычно
принимают ẏ0 = 1). На рис. 23.3 приведены результаты интегри-
рования y(t), соответствующие решениям на рис. 23.2 и ẏ0 = 1:
а) tf = 3.54 = 0.54Tp, б) tf = 4.71 = 0.64Tp, в) tf = 6.33 = 0.69Tp;
Tp — период соответствующего решения. Звездочками на рис. 23.2
отмечены положения кинетических фокусов, сопряженных на реше-
ниях а), б), в) начальному положению x0 = 0. В отличие от ли-
нейного осциллятора у нелинейного — фокус появляется не через
половину периода, а в промежутке между половиной и тремя чет-
вертями периода. Ещe одно отличие: в фокус в нелинейном случае
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приходит единственное решение (при сравнении с близкими). Есть
«далекие» другие решения, но этот факт не отличает положение фо-
куса от прочих положений: на рис. 23.4 показано решение б), другие
решения соответствуют г) ω ∼= −1.86, д) ω ∼= −1.924, е) ω ∼= −1.96. В
соответствии с теорией1 геометрическое место фокусов для разных
решений x(t) есть огибающая пучка решений x(t,ω) (на рис. 23.2
огибающая показана пунктиром).

t

x

б)

г)д)е)

Рис. 23.4

Рассмотрим влияние фокусов на тип экстремума действия по Га-
мильтону. Уравнение (23.26) есть уравнение Лагранжа для действия
по Гамильтону

W =

T∫

0

(
1
2
ẋ2 + cos x)dt. (23.33)

Пусть x(t), x(0) = 0, x(T ) = x1 — одно из решений уравнения (23.28).
Решение варьируется, т. е. включается в нетривиальное семейство
x(t,α) (x(t,α) 6≡ x(t)), для которого справедливо

x(t,0) = x(t), x(0,α) = 0, x(T,α) = x1. (23.34)

Семейство x(t,α) подставляется в функционал (23.33), результат под-
становки дифференцируется по α (штрих далее — производная по
α), после интегрирования с учетом (23.34) по частям приходим к
формуле

W ′(α) = −
T∫

0

(ẍ + sin x)x′dt, (23.35)

1Буслаев В.С. Вариационное вычисление. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1980.
288 с.
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которая, в частности, для уравнения (23.28) доказывает принцип
Гамильтона: при любом варьировании прямого пути выполняется
W ′(0) = 0. Введем обозначение

u(t) =
∂x(t,α)

∂α

∣∣∣∣
α=0

. (23.36)

Для u(t) вследствие (23.34) справедливы граничные условия

u(0) = 0, u(T ) = 0. (23.37)

Считаем функцию u(t) достаточно гладкой и для нетривиальности
семейства x(t,α) предполагаем

u(t) 6≡ 0. (23.38)

С учетом (23.28), (23.35), (23.36) вычисляем значение второй произ-
водной W ′′(α) при α = 0 :

W ′′(0) = −
T∫

0

(ü + u cos x)udt, (23.39)

Интегрируя при условии (23.37) по частям, приходим к эквивалент-
ной формуле

W ′′(0) =

T∫

0

(u̇2 − u cos x)dt. (23.40)

Возможны три случая.
I. При 0 < t ≤ T кинетический фокус отсутствует.
Рассмотрим решение y(t) уравнения (23.31) с начальными дан-

ными (23.32) и функцию u(t) (см. (23.36), (23.37)). По правилу Ло-
питаля раскроем с учетом (23.32) неопределенность

lim
t→0

u(t)
y(t)

= lim
t→0

u̇(t)
ẏ(t)

=
u̇(0)
ẏ(0)

< ∞, (23.41)

т. е. функция u(t)/y(t)) определена на всем интервале 0 ≤ t ≤ T. В
следующем преобразовании использованы граничные условия (23.37)
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и уравнение (23.31)

0 =
u2ẏ

y

∣∣∣∣
T

0

=

T∫

0

d

dt

(
u2ẏ

y

)
dt =

T∫

0

(
2uu̇ẏ

y
− u2 cosx− u2ẏ2

y2

)
dt.

(23.42)
Разность выражений (23.40) и (23.42), приводит к результату

W ′′(0) =

T∫

0

(
u̇− uẏ

y

)2

dt, (23.43)

который показывает, что при любом варьировании выполняется

W ′′(0) ≥ 0.

Случай W ′′(0) = 0 исключает цепь утверждений (учитывается (23.38)):

{W ′′(0) = 0} ⇒
{

u̇− uẏ

y
= 0

}
⇒

⇒ {y(t) = Cu(t), C = const} ⇒ {y(T ) = Cu(T ) = 0},
что противоречит отсутствию фокуса при t = T. Таким образом при
любом нетривиальном варьировании x(t,α) действие по Гамильтону
(23.33) принимает на решении x(t) уравнения (23.28) строгий мини-
мум.

II. Фокус — конечная точка решения x(t): tf = T, y(T ) = 0.
В данном случае функция u(t)/y(t) также определена на интерва-

ле 0 ≤ t ≤ T (при t → T результат аналогичен (23.41)), поэтому фор-
мула (23.43) справедлива. Отличие заключается в том, что существу-
ют варьирования, при которых выполняется y(t) = Cu(t), C = const,
например, x(t,α) = x(t)+αy(t), что приводит к результату W ′′(0) = 0.
Дальнейшие вычисления в случае y(t) = Cu(t) определяют третью
производную

C3W ′′′(0) =

T∫

0

y3 sin xdt.
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α

W

Рис. 23.5

С учетом (23.28), y(0) = y(T ) = 0 и первого интеграла ẋẏ+y sin x = ωẏ0

системы (23.28), (23.31) проведем вычисления

C3W ′′′(0) =

T∫

0

y3 sin xdt = −
T∫

0

y3ẍdt = − (y3ẋ)
∣∣T
0

+ 3

T∫

0

y2ẏẋdt =

= 3

T∫

0

y2(ωẏ0 − y sin x)dt = 3ωẏ0

T∫

0

y2dt− 3C3W ′′′(0),

из которых следует

W ′′′(0) =
3ωẏ0

4C3

T∫

0

y2dt,

т. е. при нетривиальном варьировании u(t) = y(t)/C (0 < C < ∞)
нетривиального решения x(t) (ω 6= 0) точка α = 0 является для
функции W (α) точкой перегиба. На рис. 23.5 приведен график функ-
ции W (α), соответствующий постоянным: ω = 1.4, ẏ0 = 1, C = 1.
Для тривиального решения x(t) ≡ 0 и для третьей производной при
варьировании y(t) = Cu(t) выполняется W ′′′(0) = 0. Подсчет следу-
ющей производной приводит к результату

W (IV )(0) =

T∫

0

u4dt =

T∫

0

sin4 tdt =
3C4π

8
> 0

(в данном случае u(t) = sin t, tf = T = π), т. е. и при варьирова-
нии, для которого выполняется y(t) = Cu(t), C 6= 0, действие W (α)
принимает строгий минимум на прямом пути x(t) ≡ 0.
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Таким образом, в случае, когда фокусы на границах и только на
границах прямого пути, при варьировании u(t) = y(t)/C (0 < C < ∞)
нетривиального решения x(t) 6≡ 0 стационарность действия по Га-
мильтону соответствует точке перегиба. В прочих случаях (u(t) = y(t)/C,
0 < C < ∞ для решения x(t) ≡ 0 или u(t) 6= y(t)/C для любого ре-
шения) — строгому минимуму (см. (23.43)).

III. Для фокуса выполнено: 0 < tf < T.
Приведём два варианта варьирования: в первом случае функци-

онал (23.33) принимает на решении строгий минимум; во втором —
строгий максимум. Потребуются минимальные сведения из теории
Штурма-Лиувилля1. Пусть x(t) — решение уравнения (23.28) с на-
чальными данными (23.29). Оператор l определим формулой

lu = −(ü + u cosx(t)). (23.44)

В частности, уравнение (23.41) эквивалентно равенству ly = 0. Рас-
смотрим для оператора l задачу на собственные функции

lu = −(ü + u cosx(t)) = λu, u(0) = 0, u(T ) = 0 (23.45)

и на основе еe нетривиального решения λ, u(t) 6≡ 0 организуем ва-
рьирование решения x(t) уравнения (23.28): x(t,α) = x(t) + αu(t).
Равенство (23.39) с учетом (23.45) примет вид

W ′′(0) = λ

T∫

0

u2(t)dt, (23.46)

т. е. характер экстремума у функции W (α) определяется знаком соб-
ственного числа λ. Для данного оператора (23.44) справедливы сле-
дующие два результата.

1Буслаев В.С. Вариационное вычисление. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1980.
288 с.
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Рис. 23.6

α

W

W (α)

Рис. 23.7

1. Задача (23.45) имеет счетное количество решений

λk, uk(t), k = 1, 2, 3, . . . ,

причем выполняется1, λk < λk+1, λk → ∞ при k → ∞ т. е. су-
ществует положительное собственное число λk > 0, а варьирование
x(t,α) = x(t) + αuk(t) с использованием соответствующей собствен-
ной функции uk(t) определит вследствие (23.46) строгий минимум
функции W (α) при α = 0.

2. Вследствие того, что решение y(t) задачи ly = 0, y(0) = 0,
ẏ(0) 6= 0, совпадающей с (23.31), (23.32), имеет корень y(tf ) при tf < T,
выполняется2, λ1 < 0 а варьирование x(t,α) = x(t) + αu1(t) с ис-
пользованием собственной функции u1(t) определит строгий мак-
симум функции W (α) при α = 0 (см. (23.46)). Вычисления для

1Буслаев В.С. Вариационное вычисление. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1980.
288 с., теорема на стр. 135.

2Буслаев В.С. Вариационное вычисление. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1980.
288 с., теорема на стр. 151.
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решений на рис. 23.2 привели к результатам: а) λ1 = −0.610; б)
λ1 = −0.342; в) λ1 = −0.111. В каждом случае T — период реше-
ния. На рис. 23.6 приведен результат варьирования для решения б):
α = 0; α = ±0.1; α = ±0.2. На рис. 23.7 приведен для решения б)
график функции W (α).

§ 24. Интегральные инварианты.
Принцип Мопертюи–Лагранжа

Для гамильтоновых систем, кроме законов сохранения — первых
интегралов — имеют место законы сохранения особого вида: инте-
гральные инварианты. Потребуется понятие трубки прямых пу-
тей.

 
 

0α =  

q  

p  

t  

1α =  

1α =  

0α =  

0C  

1C  

α  

Рис. 24.1

В (2n + 1) — мерном расширенном фазовом пространстве пере-
менных (t, q, p) рассматривается контур C0 : t0(α), q0(α), p0(α).
Предполагается 0 ≤ α ≤ 1 и (рис. 24.1)

t0(0) = t0(1), q0(0) = q0(1), p0(0) = p0(1). (24.1)

Каждая точка t0, q0, p0 контура C0 есть полный набор начальных
данных для уравнений Гамильтона

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, n

(24.2)

и определяет единственное решение — прямой путь. Совокупность
прямых путей q(t,α), p(t,α), проходящих через точки контура C0, но-
сит название трубки прямых путей (рис 24.1). Зададим еще один
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контур C1 : t1(α), q1(α), p1(α), охватывающий трубку. Параметры
α, параметризующие контуры C0, C1, считаем согласованными:
при каждом значении α соответствующие точки контуров C0, C1

расположены на одном том же прямом пути. Трубка прямых путей
и контуры C0, C1 определяют действие по Гамильтону

W (α) =

t1(α)∫

t0(α)

L(t,q(t,α),q̇(t,α))dt

как функцию α. Вследствие (24.1) справедливо равенство

W (0) = W (1). (24.3)

Для семейства прямых путей формула вариации действия по Га-
мильтону (21.3)) имеет вид

δW (α) =

[
n∑

i=1

piδqi −Hδt

]

C1

−
[

n∑

i=1

piδqi −Hδt

]

C0

— на прямых путях интеграл в (21.3) обращается в нуль. Проинте-
грируем полученное выражение по α в пределах от 0 до 1. В резуль-
тате в левой части получим (см. (24.3))

l∫

0

δW (α) = W (1)−W (0) = 0,

вследствие чего интегрирование правой части приводит к равенству
∮

C1

n∑

i=1

piδqi −Hδt =
∮

C0

n∑

i=1

piδqi −Hδt. (24.4)

Интегральное выражение

JПК =
∮

C

n∑

i=1

piδqi −Hδt (24.5)

носит название: основной относительный интегральный инвари-
ант Пуанкаре-Картана. Равенство (24.4) раскрывает смысл ин-
вариантности: по любым двум согласованным контурам C0 и C1,
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охватывающим трубку прямых путей, порожденных функцией H,
входящей в JПК, интеграл JПК, принимает одно и то же значение.
Термин «относительный» означает, что инвариантность в описанном
смысле имеет место, когда интегрирование в JПК, проводится по за-
мкнутому контуру.

Если контуры есть сечение трубки плоскостями t = const (изо-
хронные контуры, рис. 24.2), то инвариант (24.5) примет вид

JП =
∮

C̄

n∑

i=1

piδqi (24.6)

универсального интегрального инварианта Пуанкаре. Универ-
сальность означает инвариантность для любой гамильтоновой систе-
мы.

 
 

1t t=  

q  

2t t=  

p  

t  

Рис. 24.2

Изохроннные контуры далее будем обозначать C̄.
Инвариантность интегралов JП, JПК является принципом меха-

ники: может быть принята за основную аксиому динамики. Теоре-
мы, обосновывающие эту мысль, носят название обратных теорем
теории интегральных инвариантов.

Теорема 24.1. Пусть трубка прямых путей образована решени-
ями некоторой системы дифференциальных уравнений.

q̇i = Qi(t,q,p),

ṗi = Pi(t,q,p), i = 1, n.
(24.7)
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Пусть на изохронных контурах имеет место инвариантность интегра-
ла Пуанкаре (24.6). Тогда система (24.7) гамильтонова, т. е.

∃H(t,q,p) : Qi =
∂H

∂pi
, Pi = −∂H

∂qi
.

¤ Произвольный контур C̄ есть результат переноса решениями
q(t,α), p(t,α) системы (24.7) точек контура начальных состояний C̄0

(рис. 24.2). Это обстоятельство позволяет свести интегрирование по
контуру C̄ к интегрированию по контуру C̄0.

JП(t) =
∮

C̄

n∑

i=1

piδqi =
∮

C̄0

n∑

i=1

pi(t,α)δqi(t,α) =

=

1∫

0

n∑

i=1

pi(t,α)
∂qi(t,α)

∂α
dα.

По условию теоремы JП(t) =const, что влечет за собой равенство

dJП
dt

=
∮

C̄0

n∑

i=1

(ṗiδqi + piδq̇i) =

=
∮

C̄0

n∑

i=1

(Piδqi + piδQi) =

=
∮

C̄0

n∑

i=1

(Piδqi −Qiδpi) +
∮

C̄0

n∑

i=1

δ(piQi) =

=
∮

C̄0

n∑

i=1

(Piδqi −Qiδpi) = 0.

Так как C̄0 — произвольный контур, из полученного результата сле-
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дует утверждение теоремы.

∃H(t,p,q) :
n∑

i=1

(Piδqi −Qiδpi) = −δH(t,p,q) =

= −
n∑

i=1

(
∂H

∂qi
δqi +

∂H

∂pi
δpi

)
,

Qi =
∂H

∂pi
, Pi = −∂H

∂qi

(δН — изохронный дифференциал: при фиксированном t). ¥
Теорема 24.2. Пусть трубка прямых путей образована решения-

ми системы (24.7) . Пусть по любым двум согласованным контурам
C0 и C1, охватывающим трубку прямых путей, интеграл типа Пуан-
каре-Картана

JПК =
∮

C

n∑

i=1

piδqi − Φ(t,q,p)δt (24.8)

принимает одно и то же значение. Тогда справедливы соотношения

Qi =
∂Φ
∂pi

, Pi = −∂Φ
∂qi

. (24.9)

¤ Из инвариантности (24.8) следует, что на изохронных конту-
рах C̄ инвариантен интеграл Пуанкаре JП, откуда по теореме 24.1
следует, что система (24.7) гамильтонова с некоторой функцией Га-
мильтона H. Таким образом, для системы (24.7) инвариантны два
интеграла типа JПК: с функциями Φ и H. Так как на изохронных
контурах C̄ они совпадают, то они равны и на произвольных конту-
рах C.

∮

C

n∑

i=1

piδqi − Φδt =
∮

C

n∑

i=1

piδqi −Hδt =
∮

C̄

n∑

i=1

piδqi,

откуда следует равенство
∮

C

(H − Φ)δt = 0.
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Контур C произволен, поэтому с некоторой функцией G(t, q, p) спра-
ведливо соотношение

(H − Φ)dt = dG(t,q,p) =
∂G

∂t
dt +

n∑

i=1

(
∂G

∂qi
dqi +

∂G

∂pi
dpi

)
,

из которого следует

∂G

∂qi
= 0,

∂G

∂pi
= 0,

H = Φ +
dG(t)

dt
,

т. е. система (24.7) — гамильтонова, и ее правые части связаны с
функцией Φ в соответствии с утверждением (24.9) теоремы. ¥

Инвариант (24.5) содержит компактную информацию о гамиль-
тоновой системе (24.2). Например, если на согласованных контурах,
охватывающих трубку прямых путей некоторой системы (24.7), ин-
теграл ∮

C

xδy + xyδz

принимает одно и то же значение, то сравнение с (24.5) приводит к
следующему распределению ролей: p = x, q = y, H = −xy, t = z, и
система (24.7), при помощи которой создавалась трубка, имеет вид

dy

dz
= −y,

dx

dz
= x.

Теоремы 24.1 и 24.2 помогают разобраться в вопросах замены
переменных в уравнениях Гамильтона. В частности, если замена пе-
ременных {t, q, p} −→ {t̃, q̃, p̃} в уравнениях (24.2) и в интеграле
(24.5) приводит для интеграла к результату

∮

C

n∑

i=1

p̃iδq̃i −K(t̃,q̃,p̃)δt̃, (24.10)

где K — некоторая функция, то в новых переменных система (24.2)
является гамильтоновой и определяется функцией Гамильтона K(t̃,q̃,p̃).
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Поставим следующую задачу. Пусть в механической системе, за-
данной гамильтонианом H(t,q,p), делается неособенный переход к
новым координатам и новому «времени»

q̃i = fi(t,q), i = 1, n,

t̃ = g(t,q),
(24.11)

det M 6= 0, (24.12)

где обозначено

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂f1

∂q1
. . .

∂fn

∂q1

∂g

∂q1
...

. . .
...

...
∂f1

∂qn
. . .

∂fn

∂qn

∂g

∂qn

∂f1

∂t
. . .

∂fn

∂t

∂g

∂t

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (24.13)

Какому преобразованию

p̃i = hi(t,q,p) (24.14)

требуется подвергнуть обобщенные импульсы, чтобы в результате за-
мены переменных (24.11), (24.14) гамильтонова система (24.2) пере-
шла бы опять в гамильтонову? Какова функция Гамильтона K(t̃,q̃,p̃)
в новых переменных? Выбор pi и K подчиним требованию, чтобы
вследствие преобразования (24.11), (24.14) подынтегральные выра-
жения в (24.5) и (24.10) были бы равны:

n∑

i=1

piδqi −Hδt =
n∑

i=1

p̃iδq̃i −Kδt̃. (24.15)

Раскроем дифференциалы δq̃i, δt̃:

δq̃i =
∂fi

∂t
δt +

n∑

k=1

∂fi

∂qk
δqk,

δt̃ =
∂g

∂t
δt +

n∑

k=1

∂g

∂qk
δqk,
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подставим в правую часть (24.15), приравняем коэффициенты при
дифференциалах δqk, δt, получим соотношения

n∑

i=1

∂fi

∂qk
p̃i − ∂g

∂qk
K = pk

n∑

i=1

∂fi

∂t
p̃i − ∂g

∂t
K = −H,

(24.16)

или, используя обозначение (24.13),

M




p̃

−K


 =




p

−H


 .

Вследствие условия (24.12) эта система решается однозначно отно-
сительно p̃(t,q,p) (см. (24.14)) и K(t,q,p). Для получения окончатель-
ного ответа требуется разрешить преобразование (24.11), (24.14) от-
носительно t, q, p и подставить в K. Вообще говоря, возможность
получить из (24.11), (24.14) функции pi(t̃,q̃,p̃) является дополни-
тельным требованием, не зависящим от (24.12) (ниже рассмотрен
пример системы с функцией Гамильтона H(t,q), подвергнутой пре-
образованию, соответствующему смене ролей времени t и одной из
координат qk).

Применим описанную процедуру для частного случая преобразо-
вания (24.11)

q̃1 = t, t̃ = q1, q̃i = qi, i 6= 1, t̃ = q1 (24.17)

— время t и координата q1 меняются ролями. Подстановка в (24.16)
приводит к соотношениям

p̃1 = −H(t,q,p),

p̃i = pi, i 6= 1,

K = −p1.

(24.18)

Для нахождения K(t̃, q̃, p̃) = −p1(t̃, q̃, p̃) требуется решить отно-
сительно p1 уравнение
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p̃1 = −H(q̃1, t̃, q̃2, . . . , q̃n, p1, p̃2, . . . , p̃n). (24.19)

Если переменная p1 в H(t,q,p) отсутствует, следует поменять ро-
лями t и другую обобщенную координату. «Безнадежный» случай
H(t,q) из рассмотрения исключается. В этом случае, как было обра-
щено внимание выше, из уравнений (24.17) и (24.18) нельзя найти
зависимость pi = pi(t̃, q̃, p̃), i = 1, n — уравнение (24.19) не решится
относительно p1 или импульса с другим номером.

Функция Гамильтона K(t̃, q̃, p̃) определит уравнения Гамильтона
(24.7), в которых роль независимой переменной t играет координа-
та q1.

Для обобщенно–консервативной системы уравнение (24.19) при-
нимает в исходных переменных вид

p̃1 = −H(q,p) = −h. (24.20)

Учет (24.20) и возврат (24.17), (24.18) к исходным обозначениям
для переменных приводит к функции

K(q1,q2, . . . ,qn,p2, . . . ,pn,h),

которая совпадает с функцией K (см. (20.7)) из § 20 (ср. способы их
получения) и названа в § 20 функцией Уиттекера. Соответству-
ющая K гамильтонова система

q′i =
∂qi

∂q1
=

∂K

∂pi
, i = 2,n,

p′i =
∂pi

∂q1
= −∂K

∂qi
, i = 2,n,

для нахождения функций qi(q1), pi(q1),i = 2, n совпадает с уравне-
ниями (20.9), которые названы в § 20 уравнениями Уиттекера.
Уравнения (20.9) были использованы в § 20 для понижения поряд-
ка обобщенно–косервативной системы на две единицы. Уравнения
Уиттекера открывают возможность исследования геометрического
— траекторного — поведения системы: вне зависимости от t. По-
мимо уравнений Уиттекера (аналога уравнений Гамильтона), мож-
но определить уравнения Якоби (аналог уравнений Лагранжа) с
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функцией Якоби (см. (19.14))

P =
n∑

k=2

pkq′k −K,

действие по Лагранжу (аналог действия по Гамильтону)

W ∗ =

q1
1∫

q0
1

Pdq1,

обосновать принципМопертюи-Лагранжа: для прямого пути долж-
но выполняться

δW ∗ = 0

— при варьировании все пути должны удовлетворять (24.20) с одной
и той же постоянной h, иметь одинаковые начальные q0 и конечные
точки q1.

В заключение параграфа еще раз обратим внимание на аккурат-
ность, с которой нужно подходить к утверждению: «Вычисление ин-
теграла Пуанкаре–Картана по двум контурам, охватывающим труб-
ку прямых путей, приводит к совпадающим результатам.» Утвер-
ждение с гарантией справедливо, если контуры согласованы, т. е.
возможна такая параметризация контуров общим параметром α, что
при каждом значении α соответствующие точки контуров располо-
жены на одном и том же прямом пути. Совместно с студентами 552
группы МФТИ Н.В.Башкирцевым, А.В.Вертячих и А.А.Витушко
был организован численный эксперимент, который показывает, что
при рассогласовании контуров — каждый прямой путь пересекает
один раз первый контур и несколько раз второй — интегрирование
приводит к разным числам2 . Исследование обсуждаемого вопроса
«вручную» даже для простых уравнений весьма затруднительно. C
применением вычислительной техники для линейного осциллятора с
диссипацией проведено построение трубки прямых путей, охватыва-
ющих трубку контуров и интегрирование. Уравнению осциллятора

q̈ + 2nq̇ + ω2
0q = 0 (24.21)

2Яковенко Г.Н., Башкирцев Н.В., Вертячих А.В., Витушко А.А. Численное ис-
следование интегральных инвариантов //Моделирование процессов управления
и обработки информации: Межвед. сб. науч. тр./МФТИ. М., 1996. С.176–181.
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соответствуют уравнения Гамильтона

q̇ = e−2ntp,

ṗ = −e2ntω2
0q,

(24.22)

вычисленные по функции Гамильтона

H =
1
2

(
e−2ntp2 + ω2

0e2ntq2
)
. (24.23)

Для перехода от (24.22) к (24.21) первое уравнение в (24.22) диффе-
ренцируется по t с подстановкой ṗ из второго уравнения. Дальней-
шее исследование проводится в предположении, что в уравнениях в
(24.21) – (24.23) выполняются неравенства ω0 > n > 0. В этом случае
решение уравнений (24.21) и (24.22) имеет вид

q(t) = e−nt

(
q0 cos ωt +

p0 + nq0

ω
sin ωt

)
,

p(t) = e+nt

(
p0 cosωt− np0 + ω2

0q0

ω
sin ωt

)
,

(24.24)

где обозначено (см. (24.22))

p0 = p(0) = q̇0 = q̇(0), q0 = q(0), ω2 = ω2
0 − n2.

Обратим внимание на обстоятельство, поясняющее вид трубок пря-
мых путей на рисунках: несмотря на диссипацию, функция |p(t)| име-
ет тенденцию к возрастанию.

В расширенном координатном пространстве R3 строится контур
начальных состояний C0 (α = [0,2π)) :

t0 = 0, q0 = sin α, p0 = cos α (24.25)
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Рис. 24.3. Согласованный контур
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Рис. 24.4. Несогласованный контур

Каждой точке контура (24.25) соответствует единственное реше-
ние уравнений Гамильтона (24.23) — прямой путь (один путь изоб-
ражен на рис. 24.4 пунктиром). Подстановка (24.5) в решение (24.4)
определит в пространстве R3 поверхность p(t,α), q(t,α) — трубку
прямых путей (рис. 24.3, рис. 24.4). Построим другой контур C1,
охватывающий трубку прямых путей и согласованный с контуром
C0 : при каждом значении α соответствующие точки контуров C0 и
C1 расположены на одном и том же прямом пути. На рисунке 24.3
согласованный контур есть результат подстановки в решение (24.24)
начальных данных (24.25) p = p(t,α), q = q(t,α) и для разных ре-
шений разных сдвигов по t вдоль решения: t = T sin2 α

2 , где [0, T ] —
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диапазон изменения времени t на контуре C1, т. е. контур C1 пара-
метризуется α следующим образом: t = T sin2 α

2 , q = q(T sin2 α
2 ,α),

p = p(T sin2 α
2 ,α). Подстановка этих функций в подынтегральное вы-

ражение интеграла Пуанкаре-Картана (формула для H приведена в
(24.23))

J =
∮

C

pdq −Hdt (24.26)

и численное интегрирование по α в пределах от 0 до 2π приводят
к гарантированному теорией результату: J(T ) ≡ π (контуру C0 со-
ответствует T = 0, значения T 6= 0 определяют другие контуры C1,
согласованные с C0).

Несогласованный с C0 контур C1 = C(T ) близок к сечению труб-
ки прямых путей плоскостью, проходящей через точку t = 0, q = 0,
p = 1 и параллельной оси q. Контур C1 задается в цилиндрических
координатах r, ϕ, t (p = r cosϕ, q = r sinϕ) и параметризуется уг-
лом ϕ (ϕ ∈ [0,2π)) следующим образом. Фиксированному значению
ϕ ставится в соответствие время t = T sin2 ϕ

2 ([0,T ] — диапазон из-
менения времени t на контуре) и сечение t = const трубки прямых
путей (рис. 24.5).

 
 

p  O  

q  

A  
ϕ  

Рис. 24.5. Сечение трубки прямых путей плоскостью t = const.

Уравнения

cos ϕ =
p(α,ϕ)√

p2(α,ϕ) + q2(α,ϕ)
,

sin ϕ =
q(α,ϕ)√

p2(α,ϕ) + q2(α,ϕ)
,
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где p(α,ϕ), q(α,ϕ) — результат подстановки t = T sin2 ϕ
2 и (24.25) в

(24.24), после численного решения определяют параметр α(ϕ), со-
ответствующий прямому пути, приводящему в точку A сечения на
рис. 24.5. По параметру α(ϕ) и значению t = T sin2 ϕ

2 из (24.24)
определяется точка t(ϕ), q(ϕ), p(ϕ) (или r(ϕ), ϕ, t(ϕ)) на контуре
C1 = C(T ). На рис. 24.4 представлен один из результатов постро-
ения контура, несогласованного с контуром начальных состояний
(24.25). Звездочками на рисунке отмечены пять пересечений пря-
мого пути, соответствующего α = 0, с контуром, что подтверждает
несогласованность контуров. Результат численного интегрирования
— вычисления контурного интеграла (24.26) при разных значениях
T — представлен на рис. 24.6.

0

1

2

3

4

π

I

2 4 6 8 10 T

Рис. 24.6. Значения интегрального инварианта на несогласованных
контурах

График подтверждает, что вследствие несогласованности конту-
ров интеграл Пуанкаре–Картана на разных контурах, охватываю-
щих трубку прямых путей, принимает разное значение.

§ 25. Теорема Лиувилля о сохранении фазового объема

Кроме универсального интегрального инварианта (24.6) первого
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порядка существуют и другие универсальные интегральные инвари-
анты. Например, при помощи формулы Стокса находится инвариант
второго порядка

J1 = JП =
∮

C̄

n∑

i=1

piδqi =
∫∫

S

n∑

i=1

δpiδqi = J2,

интегрирование проводится по двумерной поверхности S, краем ко-
торой является контур C̄. Поверхность S не замкнута, в таком случае
интегральный инвариант называется абсолютным. Аналогично при-
веденным J1, J2 имеются универсальные интегральные инварианты
более высоких порядков.

Докажем инвариантность самого «старшего» интеграла

J2n =
∫
· · ·

∫

V (t)

δp1δq1 . . . δpnδqn, (25.1)

вычисляющего объем в фазовом пространстве. Инвариантность по-
нимается в следующем смысле: если каждую точку некоторого на-
чального объема V0 в фазовом пространстве перемещать по траек-
ториям гамильтоновой системы, то величина объема V (t), который
займут точки к моменту времени t, не зависит от t (рис. (25.1)).
Докажем этот факт для систем более общего по сравнению с урав-
нениями Гамильтона вида.

Теорема 25.1 (Ж. Лиувилль). Пусть правые части системы
обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋi = ϕi(t,x), i = 1,m, (25.2)

удовлетворяют условию

div ϕi(t,x) =
m∑

i=1

∂ϕi(t,x)
∂xi

= 0. (25.3)

Тогда на решениях системы сохраняется величина фазового объема.
¤ Считаем известным общее решение системы (25.2):

xi = fi(t,t0,x0
1, . . . ,x

0
m), i = 1,m. (25.4)
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Пусть начальные положения занимают при t = t0 объем V0 (рис. 25.1),
равный по величине

v0 =
∫
· · ·

∫

V0

dx0
1 . . . dx0

m. (25.5)

К моменту времени t величина объема равна

v(t) =
∫
· · ·

∫

V (t)

dx1 . . . dxm. (25.6)

 
 

p  

q  
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0( )V t  
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Рис. 25.1

Для того, чтобы области интегрирования в (25.5) и (25.6) совпа-
дали, сделаем при помощи (25.4) переход в (25.6) к переменным x0:

v(t) =
∫
· · ·

∫

V0

I(t,x0)dx0
1 . . . dx0

m.

Введено обозначение

I(t,x0) = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂f1

∂x1
0

· · · ∂f1

∂xm
0

...
...

∂fi

∂x1
0

· · · ∂fi

∂xm
0

...
...

∂fm

∂x1
0

· · · ∂fm

∂xm
0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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для якобиана преобразования (25.4). При t = t0 преобразование
(25.4) имеет вид xi = x0

i , поэтому выполняется I(t0,x0) = 1. По-
кажем, что в силу (25.3) это значение сохранится и в дальнейшем,
т. е. справедливо I(t,x0) ≡ 1. Вычислим dI/dt. По правилу диффе-
ренцирования определителей имеем

dI

dt
=

m∑

i=1

Ii, (25.7)

где Ii есть результат замены в I строки с номером i ее производной
по t:

Ii = det

∥∥∥∥∥∥∥∥

· · · · · · · · ·
d

dt

∂fi

∂x1
0

· · · d

dt

∂fi

∂xm
0· · · · · · · · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥
i-я строка.

Так как f(t,t0,x0) — решение системы (25.2), справедливо равенство

d

dt

∂fi

∂xk
0

=
∂

∂xk
0

ḟi =
∂

∂xk
0

ϕi(t,f) =
m∑

l=1

∂ϕi

∂xl

∂fl

∂xk
0

.

Умножая с учетом этого равенства l-е строки в Ii на ∂ϕi/∂xl и вы-
читая из i-й строки, получим:

Ii = det

∥∥∥∥∥∥∥∥

· · · · · · · · ·
∂ϕi

∂xi

∂fi

∂x1
0

· · · ∂ϕi

∂xi

∂fi

∂xm
0· · · · · · · · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥
= I

∂ϕi

∂xi
.

Подстановка в (25.7) даст

dI

dt
= I

m∑

i=1

∂ϕi

∂xi
,
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что по условию (25.3) теоремы приводит к равенству

dI

dt
= 0

и к доказываемым в теореме тождествам I(t) ≡ 1 и v(t) ≡ v0. ¥
Так как для гамильтоновых систем (24.2) условие (25.3) выпол-

нено:
m∑

i=1

∂ϕi

∂xi
=

m∑

i=1

(
∂

∂qi

∂H

∂pi
− ∂

∂pi

∂H

∂qi

)
= 0,

то справедлива

Теорема 25.2. Величина фазового объема не меняется при пе-
ремещении точек объема по траекториям гамильтоновой системы
(24.2).

В формулировке следующей теоремы использовано понятие плот-
ности статистического ансамбля. Под статистическим ансамблем по-
нимается множество систем, у которых совпадают уравнения Га-
мильтона, но различаются начальные данные q0, p0. В начальный
момент времени t0 ансамбль может неравномерно размещаться в фа-
зовом пространстве. Эту неравномерность удобно характеризовать
плотностью статистического ансамбля

ρ(q,p) =
µ

v
, (25.8)

где v — величина малого объема V , а µ — количество находящихся в
V экземпляров ансамбля. Малость объема V понимается в «физиче-
ском» смысле: V достаточно мал, чтобы характеризовать точку q, p
фазового пространства, но достаточно велик, чтобы плотность ρ бы-
ла усредненной характеристикой ансамбля. Далее следим за систе-
мой «постоянного состава»: экземплярами, находящимися при t = t0
в объеме V . К моменту времени t они займут другое положение, и
новая плотность ρ определится новым объемом V (t). Справедлива

Теорема 25.3. Плотность ρ(q,p) статистического ансамбля явля-
ется первым интегралом гамильтоновой системы.

¤ Число µ в числителе дроби (25.8) не меняется со временем по
определению плотности, объем v(t) в знаменателе — по теореме 25.2.
¥
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Иногда в литературе теорему 25.3 также называют теоремой Ли-
увилля.

§ 26. Теорема Ли Хуачжуна о совокупности
универсальных интегральных инвариантов
первого порядка

В § 25 обсуждался вопрос об универсальных интегральных инва-
риантах более высокой кратности, чем у интеграла Пуанкаре (24.6).
В частности, изучен 2n–кратный интегральный инвариант — фазо-
вый объем. В настоящем параграфе приводится результат, который
определяет все множество универсальных интегральных инвариан-
тов первого порядка: контурных интегралов

J =
∮

C̄

n∑

i=1

{Ai(t,q,p)δqi + Bi(t,q,p)δpi}, (26.1)

принимающих одно и тоже значение на разных сечениях C̄ (при t = t1)
трубки прямых путей, причем трубка порождается произвольным
начальным контуром C̄0 (при t = t0) в расширенном фазовом про-
странстве и любой гамильтоновой системой. Оказывается, как утвер-
ждает следующая теорема, каждый такой инвариант (26.1) очевид-
ным образом связан с интегралом Пуанкаре (24.6).

Теорема 26.1 (Ли Хуачжун1). Следующие два утверждения
эквивалентны:

а) интеграл (26.1) аналогично интегралу Пуанкаре (24.6) — уни-
версальный интегральный инвариант;

б) существуют такое число с и функция F (t,q,p), что подынте-
гральные выражения в (24.6) и (26.1) связаны соотношением

n∑

i=1

{Ai(t,q,p)δqi + Bi(t,q,p)δpi} = c

n∑

i=1

piδqi − δF (t,q,p), (26.2)

где δF (t,q,p) — изохронный (t — фиксированный параметр) диффе-
ренциал.

1Hwa–Chang Lee. Invariants of Hamilton systems and applications to the theory
of canonical transformations//Proc. Roy. Soc. Edinburgh. 1947. Ser.A, v.LXII,. P.
237–246.
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¤ Доказательство а) ⇒ б). Основой доказательства является уни-
версальность инварианта (26.1) — инвариантность для любой га-
мильтоновой системы. Использование этого факта при различных
функциях Гамильтона H(t,q,p) постепенно уточняет подынтеграль-
ное выражение в (26.1) и в конце концов приводит к доказываемому
равенству (26.2). Ограничимся реализацией этой идеи для случая
одной степени свободы: в (26.1) и (26.2) n=1. Пусть

q = q(t,t0,q0,p0),

p = p(t,t0,q0,p0)
(26.3)

— общее решение гамильтоновой системы, соответствующей функ-
ции
H(t,q,p), и пусть при t = t0 задан некоторый контур C̄0 (0 ≤ α ≤ 1):

q0 = q0(α),

p0 = p0(α),

q0(1) = q0(0),

p0(1) = p0(0).
(26.4)

В совокупности (26.3) и (26.4) определяют трубку прямых путей

q(t,α) = q(t,t0,q0(α),po(α)),

p(t,α) = p(t,t0,q0(α),po(α)),
(26.5)

при фиксированном моменте t — другой контур C̄(t) и значение J(t)
инварианта (26.1) на этом контуре. Замена переменных (q, p) −→ (q0, p0),
определенная решением (26.3), в интеграле (26.1) приводит к инте-
гралу

J =
∮

C̄0

{A(t,q,p)δq + B(t,q,p)δp}, (26.6)

у которого C̄0 — начальный контур (26.4), а в подынтегральном вы-
ражении переменные q, p — функции (26.3) от q0, p0, в частности,
δq, δp понимаются как

δq =
∂q(t,t0,q0,po)

∂q0
δq0 +

∂q(t,t0,q0,po)
∂q0

δp0,

δp =
∂p(t,t0,q0,po)

∂q0
δq0 +

∂p(t,t0,q0,po)
∂q0

δp0.

(26.7)
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Утверждение а) теоремы эквивалентно утверждению: при любом
контуре C̄0 начальных состояний (26.4) и произвольной гамильтоно-
вой системе для интегралов (26.1) и (26.6) выполняется

dJ(t)
dt

= 0. (26.8)

Рассмотрим три варианта выбора функции H(t,q,p). Полагаем далее
t0 = 0.

H = 0. В (26.3): q = q0, p = p0. Интеграл (26.6) с учетом (26.7)
равен

J(t) =
∮

C̄0

{A(t,q0,p0)δq0 + B(t,q0,p0)δp0}.

Факт инвариантности (26.8) приводит к результату

J̇(t) =
∮

C̄0

{∂A(t,q0,p0)
∂t

δq0 +
∂B(t,q0,p0)

∂t
δp0} = 0.

В силу произвольности контура C̄0 выражение под интегралом долж-
но быть полным дифференциалом (изохронным) некоторой функции
(q0, p0 заменяем на q, p)

δf1(t,q,p) =
∂A

∂t
δq +

∂B

∂t
δp,

что эквивалентно системе уравнений

∂f1

∂q
=

∂A

∂t
,

∂f1

∂p
=

∂B

∂t
.

Подстановка вместо f1 ее «первообразной по t»

f1(t,q,p) =
∂F1(t,q,p)

∂t

приводит к уравнениям

∂

∂t
(A− ∂F1

∂q
) = 0,

∂

∂t
(B − ∂F1

∂p
) = 0,
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т. е. существуют такие функции a(q,p) и b(q,p), что справедливо пред-
ставление

A(t,q,p) = a(q,p) +
∂F1

∂q
,

B(t,q,p) = b(q,p) +
∂F1

∂p
,

которое определяет вид

Aδq + Bδp = a(q,p)δq + b(q,p)δp +
∂F1

∂q
δq +

∂F1

∂p
δp =

= a(q,p)δq + b(q,p)δp + δF1

(26.9)

выражения под интегралом и самого интеграла (26.1) (δF1 исчезает
при интегрировании по контуру)

J =
∮

C̄

{a(q,p)δq + b(q,p)δp}. (26.10)

H = p. В (26.3): q = q0 + t, p = p0. Интеграл (26.6) с учетом (26.7)
равен

J(t) =
∮

C̄0

{a(q0 + t,p0)δq0 + b(q0 + t,p0)δp0}.

Факт инвариантности (26.8) приводит к результату

J̇(0) =
∮

C̄0

{∂a(q0,p0)
∂q0

δq0 +
∂b(q0,p0)

∂q0
δp0} = 0.

Дальнейшие вычисления аналогичны случаю H = 0. Приведем по-
следовательность формул:

∂f2(q,p)
∂q

=
∂a(q,p)

∂q
,

∂f2(q,p)
∂p

=
∂b(q,p)

∂q
;

f2(q,p) =
∂F2(q,p)

∂q
;

∂

∂q
(a− ∂F2

∂q
) = 0,

∂

∂q
(b− ∂F2

∂p
) = 0;
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a(q,p) = ã(p) +
∂F2(q,p)

∂q
,

b(q,p) = b̃(p) +
∂F2(q,p)

∂p
;

aδq + bδp = ã(p)δq + b̃(p)δp + δF2(q,p); (26.11)

J =
∮

C̄

{ã(p)δq + b̃(p)δp}. (26.12)

H = −q. В (26.3): q = q0, p = p0 + t. Интеграл (26.6) с учетом
(26.7) равен

J(t) =
∮

C̄0

{ã(p0 + t)δq0 + b̃(p0 + t)δp0}.

Факт инвариантности (26.8) приводит к результату (q0, p0 заменяем
на q, p)

J̇(0) =
∮

C̄0

{dã(p)
dp

δq +
db̃(p)
dp

δp} = 0,

вследствие которого выражение под интегралом должно быть пол-
ным дифференциалом (изохронным) некоторой функции f3(q,p):

∂f3(q,p)
∂q

=
dã(p)
dp

,
∂f3(q,p)

∂p
=

db̃(p)
dp

,

т. е. для функции f̃(q,p) = f3(q,p)− b̃(p) должно выполняться

∂f̃

∂q
=

dã(p)
dp

,
∂f̃

∂p
= 0.

В левой части первого уравнения находится функция, независящая
от p (см. второе уравнение), в правой — независящая от q, поэтому
каждая часть равна постоянной с, откуда следует

ã(p) = cp + c1, f̃ = cq + c2.
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Подстановка ã(p) в форму под интегралом (26.12) определяет фор-
мулу

ã(p)δq + b̃(p)δp = cpδq + δ(c1q +
∫

b̃(p)dp). (26.13)

Последовательная подстановка (26.13) в (26.11), затем (26.11) в (26.9)
приводит к доказываемому результату (26.2), функция F в котором
строится по функциям, определенным в процессе доказательства:

F = −(c1q + F2(q,p) + F1(t,q,p)) +
∫

b̃(p)dp.

Доказательство общего случая (n > 1) требует дополнительных
«пробных» функций H(t,q,p), что приводит к более громоздким вы-
числениям.

Доказательство б)⇒ а). Интегрирование соотношения (26.2) по
произвольному изохронному контуру приводит к связи между инте-
гралом (26.1) и инвариантом Пуанкаре (24.6) J = cJΠ (

∮
δF = 0),

вследствие которого результат а) очевиден. ¥
Сформулируем результат (следствие из теоремы 26.1), при помо-

щи которого конструктивно проверяется, является ли конкретный
интеграл (26.1) универсальным интегральным инвариантом.

Следствие. Интеграл (26.1) является универсальным интеграль-
ным инвариантом тогда и только тогда, когда при некотором числе
c выполняются условия

∂Ai

∂qk
=

∂Ak

∂qi
,

∂Bi

∂pk
=

∂Bk

∂pi
,

∂Ai

∂pk
=

∂Bk

∂qi
+ cδik

(26.14)

(δik — символ Кронекера) интегрируемости системы

∂F

∂qi
= cpi −Ai(t,q,p),

∂F

∂pi
= −Bi(t,q,p).

(26.15)
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¤ Раскрытие в (26.2) изохронного дифференциала F (t,q,p) и при-
равнивание коэффициентов при δqi, δpi приводит к системе (26.15).
Условия (26.14) есть условия интегрируемости (∂2F/∂qi∂qk = ∂2F/∂qk∂qi, . . .)
системы (26.15). ¥
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Г л а в а VI. КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ.
УРАВНЕНИЕ ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ

§ 27. Канонические преобразования: определение,
основной критерий

Как было установлено, поведение голономной системы при лю-
бом выборе обобщенных координат может быть описано уравнения-
ми Лагранжа — в этом смысл ковариантности уравнений Лагранжа.
Другими словами, переход к другим обобщенным координатам все-
гда влечет перевод уравнений Лагранжа опять в уравнения Лагран-
жа. Формула (21.12), связывающая лагранжианы в разных коорди-
натах, была выведена в § 21. Иначе обстоит дело в случае уравнений
Гамильтона

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
.

(27.1)

Замена переменных в уравнениях (27.1) может или приводить к урав-
нениям Гамильтона, или нет.

Пример 27.1. Одномерному осциллятору соответствует функ-
ция Гамильтона

H =
1
2

(
p2 + ω2q2

)
(27.2)

и уравнения Гамильтона:

q̇ = p,

ṗ = −ω2q.
(27.3)

Замена переменных
q̃ = p,

p̃ = qep
(27.4)

приведет к уравнениям

˙̃q = −ω2p̃e−q̃,

˙̃p = q̃eq̃ − ω2p̃2e−q̃.
(27.5)
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Для выяснения, является ли полученная система гамильтоновой,
требуется исследовать на интегрируемость систему уравнений

∂H̃

∂p̃
= −ω2p̃e−q̃,

∂H̃

∂q̃
= −q̃eq̃ + ω2p̃2e−q̃.

(27.6)

Условие интегрируемости

∂2H̃

∂p̃∂q̃
=

∂

∂p̃

(−q̃eq̃ + ω2p̃2e−q̃
) ?=

?=
∂

∂q̃

(−ω2p̃e−q̃
) (27.7)

не выполнено, поэтому система (27.6) не имеет решения, а система
(27.5) не является гамильтоновой.

Пример 27.2. Замена переменных

q̃ = p,

p̃ = q + ep
(27.8)

в системе (27.3) приводит к уравнениям

˙̃q = ω2
(
eq̃ − p̃

)
,

˙̃p = q̃ + ω2
(
eq̃ − p̃

)
eq̃.

(27.9)

Нетрудно убедиться в том, что аналогичное (27.7) условие интегри-
руемости для системы

∂H̃

∂p̃
= ω2

(
eq̃ − p̃

)
,

∂H̃

∂q̃
= −q̃ − ω2

(
eq̃ − p̃

)
eq̃

(27.10)

выполнено, поэтому система (27.9) в переменных q̃, p̃ является га-
мильтоновой. Функция Гамильтона H̃ находится интегрированием
уравнений (27.10):

H̃ = −1
2

[
q̃2 + ω2

(
eq̃ − p̃

)2
]
. (27.11)
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Заметим, что если сделать замену переменных (35.8) в исходной
функции Гамильтона (27.2), то получим не функцию (27.11), a об-
ратную ей по знаку.

Определение 27.1. Неособенное преобразование переменных

q̃i = q̃i(t,q,p),

p̃i = p̃i(t,q,p), i = 1, n,
(27.12)

det M 6= 0, (27.13)

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥
∂q̃i

∂qk

∥∥∥∥
∥∥∥∥

∂q̃i

∂pk

∥∥∥∥
∥∥∥∥

∂p̃i

∂qk

∥∥∥∥
∥∥∥∥

∂p̃i

∂pk

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥
(27.14)

называется каноническим, если замена переменных (27.12) в лю-
бой гамильтоновой системе приводит опять к гамильтоновой систе-
ме, M — матрица Якоби преобразования (27.12).

Пример 27.1 показывает, что преобразование (27.4) не является
каноническим, а про преобразование (27.8) из примера 27.2 ничего
определенного сказать нельзя: для каноничности требуется перевод
любой гамильтоновой системы в гамильтонову. В данной главе ис-
пользуются следующие обозначения: dF (t,q,p) для полного диффе-
ренциала; δF (t,q,p) — для изохронного (при фиксированном време-
ни t), т. е. справедливо равенство

dF = δF +
∂F

∂t
dt.

Докажем основной критерий каноничности.
Теорема 27.1 (основной критерий). Следующие два утвер-

ждения эквивалентны:
а) преобразование (27.12) является каноническим;
б) существуют такое число c (валентность) и функция F (про-

изводящая функция), что в силу преобразования (27.12) справед-
ливо тождество

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt = c(
n∑

i=1

pidqi −Hdt)− dF. (27.15)

145



¤ Доказательство а) ⇒ б). Дано, что преобразование (27.12) ка-
ноническое и что система (27.1) с функцией H перешла в систему с
функцией H̃. Требуется доказать, что при некоторых c и F справед-
ливо (27.15). В пространствах (t, q, p) и (t, q̃, p̃) рассмотрим согласо-
ванные преобразованием (27.12) контуры C, C̃ и соответствующие
функциям H, H̃ трубки прямых путей (см. рис. 27.1). В один и тот
же момент времени t введем согласованные изохронные контуры C̄

и ˜̄C. Справедливы равенства
∮

C

n∑

i=1

pidqi −Hdt =
∮

C̄

n∑

i=1

piδqi, (27.16)

∮

C̃

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt =
∮

˜̄C

n∑

i=1

p̃iδq̃i. (27.17)

В (27.17) сделаем переход к переменным t, q, p, применим теоре-
му 26.1 и используем (27.16):

∮

C

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt =
∮

C̄

n∑

i=1

p̃iδq̃i =

=
∮

C̄

n∑

i,k=1

p̃i

(
∂q̃i

∂qk
δqk +

∂q̃i

∂pk
δpk

)
=

=
∮

C̄

n∑

k=1

(Akδqk + Bkδpk) = c

∮

C̄

n∑

i=1

piδqi =

= c

∮

C

n∑

i=1

pidqi −Hdt.

Приравнивание первого и последнего выражения в цепочке равенств
определяет результат

∮

C

[
n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt− c

(
n∑

i=1

pidqi −Hdt

)]
= 0.

Так как контур С произволен, подынтегральное выражение есть пол-
ный дифференциал (−dF ), что и приводит к равенству (27.15).
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Рис. 27.1

Доказательство б) ⇒ а). Даны: преобразование (27.12), число c
и функция F. Дано также, что для любой функции H(t,q,p) най-
дется такая функция H̃(t,q̃,p̃), что равенство (27.15) выполняется
тождественно. Требуется доказать, что замена переменных (27.12)
в системе (27.1) приводит к гамильтоновой системе с гамильтониа-
ном H̃(t,q̃,p̃). Как и при доказательстве а) ⇒ б), построим согласо-
ванные контуры C, C̃ и соответствующие трубки прямых путей (см.
рис. 27.1). Считаем, что в (27.15) все функции выражены через t, q, p,
проинтегрируем (27.15) по контуру C :

c

∮

C

n∑

i=1

pidqi −Hdt =
∮

C

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt =
∮

C̃

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt.

Последнее равенство есть результат перехода от переменных t, q, p к
переменным t, q̃, p̃ (контур C переходит в контур C̃). Так как первый
интеграл в цепочке равенств на различных согласованных конту-
рах, охватывающих трубку прямых путей, принимает одно и то же
значение, таким же свойством обладает и последний интеграл. По
теореме 24.2 система в переменных t, q̃, p̃ является гамильтоновой с
функцией Гамильтона H̃. ¥

Следствие 1. Пусть каноническому преобразованию (27.12) со-
ответствуют валентность c 6= 0 и производящая функция F. Об-
ратное к нему преобразование также каноническое с валентностью
c̃ = 1/c и производящей функцией F̃ = −F/c.

¤ По формуле (27.15) решается вопрос о каноничности преобра-
зования q, p −→ q̃, p̃. Обратное преобразование q̃, p̃ −→ q, p
удовлетворяет этой же формуле (27.15), переписанной иначе:

n∑

i=1

pidqi −Hdt =
1
c

(
n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt

)
− 1

c
d(−F ),
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что и доказывает утверждение следствия. ¥
Формула (27.15) концентрирует в себе исследование вопроса о ка-

ноничности преобразования (27.12) и в случае положительного от-
вета дает связь между функциями Гамильтона. При практическом
использовании формулы (27.15) требуется сделать в ней переход к
некоторым независимым переменным и, приравнивая коэффициен-
ты при однаковых дифференциалах в левой и правой частях, по-
лучить (2n + 1) условие. Решение конкретного вопроса, связанного
с каноническими преобразованиями, приводит к целесообразности
конкретного выбора 2n независимых координат из набора 4n коор-
динат: q, p, q̃, p̃.

§ 28. Варианты выбора независимых переменных
в основном критерии

Рассматривается несколько вариантов наборов независимых пе-
ременных в равенстве (27.15). Целесообразность выбора конкретного
набора обосновывается доказательством утверждений.

1. q, p. Этот выбор является наиболее естественным. При перехо-
де к этим координатам требуется в (27.15) раскрыть дифференциалы
dq̃(t,q,p) и dF (t,q,p). Результат приравнивания коэффициентов при
dt приводит к формуле

H̃ = cH +
n∑

i=1

p̃i
∂q̃i

∂t
+

∂F

∂t
. (28.1)

Равенство коэффициентов при dqi, dpi запишем в виде системы урав-
нений для производящей функции F (t,q,p)

∂F

∂qi
= cpi −

n∑

k=1

p̃k
∂q̃k

∂qi
,

∂F

∂pi
= −

n∑

k=1

p̃k
∂q̃k

∂pi
.

(28.2)

Проверка на каноничность сводится к вопросу: будут ли при неко-
тором числе c выполняться условия интегрируемости

∂

∂ql

∂F

∂qk

?=
∂

∂qk

∂F

∂ql
,

∂

∂ql

∂F

∂pk

?=
∂

∂pk

∂F

∂ql
, . . .

148



Проверим на каноничность преобразования (27.4) и (27.8) из при-
меров 27.1 и 27.2.

Пример 28.1. Подстановка преобразования (27.4) в уравнения
(28.2) приводит к системе

∂F

∂q
= cp,

∂F

∂p
= −qep.

Вычисление ∂2F/∂q∂p при помощи первого уравнения дает число
c, а при помощи второго — функцию (−ep). Так как ни при ка-
ком числе c условие интегрируемости (c ≡ −ep) не выполняется,
то преобразование (27.4) не является каноническим, т. е. не любую
гамильтонову систему переводит в гамильтонову, но в частных слу-
чаях это возможно. Например, уравнения Гамильтона q̇ = p, ṗ = 0
для свободной частицы H = 1

2p2 переходят в уравнения Гамильтона
˙̃q = 0, ˙̃p = q̃eq̃ (H̃ = (1− q̃)eq̃).

Пример 28.2. Подстановка преобразования (27.8) в уравнения
(28.2) приводит к системе

∂F

∂q
= cp,

∂F

∂p
= −q − ep,

для которой условие интегрируемости

∂2F

∂q∂p
=

∂(cp)
∂p

=
∂(−q − ep)

∂q

выполнено при c = −1, т. е. преобразование (27.8) каноническое с
валентностью c = −1 и производящей функцией F = −qp− ep + f(t)
(f(t) — произвольная функция). Функция Гамильтона H̃(q̃,p̃), опре-
деляющая уравнения Гамильтона в переменных q̃, p̃, связана с га-
мильтонианом H(q,p) в исходных переменных q, p формулой (28.1):

H̃(q̃,p̃) = −H(p̃− eq̃,q̃) + ḟ(t).
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Валентность c = −1 объясняет экспериментально полученный знак
минус в правой части (27.11). Добавление к H произвольной функ-
ции ḟ(t) не оказывает влияния на правые части уравнений Гамиль-
тона (27.1), поэтому обычно полагают f(t) ≡ 0, что было и сделано
при интегрировании системы (27.10).

Пример 28.3. Пусть задан переход от одних обобщенных коор-
динат к другим

q̃i = q̃i(t,q), i = 1, n, (28.3)

det ‖aik(t,q)‖ 6= 0, (28.4)

где

‖aik(t,q)‖ =
∥∥∥∥

∂q̃i

∂qk

∥∥∥∥ . (28.5)

Как надо преобразовывать импульсы

p̃i = p̃i(t,q,p), i = 1, n, (28.6)

чтобы получить в совокупности (28.3), (28.6) каноническое преоб-
разование? Подстановка (28.3), (28.6) в систему (28.2) приводит к
уравнениям

∂F

∂qi
= cpi −

n∑

k=1

p̃k
∂q̃k

∂qi
,

∂F

∂pi
= 0, i = 1, n.

Из последних n уравнений заключаем, что F не зависит от pi. Ре-
шаем алгебраически первые n уравнений относительно p̃k, получаем
преобразование (28.6):

p̃i = c

n∑

k=1

bik(t,q)pk −
n∑

k=1

bik(t,q)
∂F (t,q)

∂qk
, (28.7)

где F (t,q) — произвольная функция, bik(t,q) — элементы матрицы,
обратной к (28.5), c — любое неравное нулю число (при c = 0 у
отображения (28.3), (28.7) отсутствует ему обратное, далее будет по-
казано, что канонических преобразований с валентностью c = 0 не
существует).

Замечание 28.1. Полученный результат (28.7) приводит, в част-
ности, к следующему выводу: знание валентности c и производящей
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функции F не позволяет однозначно восстановить каноническое пре-
образование. Так, пара c = 1, F (t,q,p) ≡ 0 соответствует канониче-
ским преобразованиям

q̃i = q̃i(t,q), p̃i =
n∑

k=1

bik(t,q)pk

при любых функциях q̃i(t,q), удовлетворяющих (28.4).

Замечание 28.2. Классу преобразований (28.3), (28.7) принад-
лежат канонические преобразования

q̃i = qi,

p̃i = cpi − ∂F (t,q)
∂qi

(28.8)

с тождественным преобразованием обобщенных координат и с про-
извольными числом c 6= 0 и функцией F (t,q) в преобразовании им-
пульсов. Множество преобразований (28.8) подчеркивает вспомога-
тельную роль обобщенных импульсов p. Если совокупность движе-
ний {q(t)} системы задается уравнениями Гамильтона, определенны-
ми гамильтонианом H(t,q,p), то эта же совокупность {q(t)} задается
уравнениями Гамильтона, определенными множеством гамильтони-
анов (см. (28.1) и (28.8))

H̃(t,q̃,p̃) = cH

(
t,q̃,

1
c

(
p̃ +

∂F (t,q̃)
∂q̃

))
+

∂F (t,q̃)
∂t

.

2. q̃, p̃. В этих переменных удобно доказывается следующий ре-
зультат.

Теорема 28.1. Для валентости c канонического преобразования
справедливо c 6= 0.

¤ В противном случае (c = 0) из (27.15) при независимых пере-
менных t, q̃, p̃ следовало бы

n∑

i=1

p̃idq̃i − H̃dt = −dF =

= −
n∑

i=1

(
∂F

∂q̃i
dq̃i +

∂F

∂p̃i
dp̃i

)
− ∂F

∂t
dt,
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых дифференциалах, при-
ходим к системе

∂F

∂q̃i
= −p̃i,

∂F

∂p̃i
= 0,

∂F

∂t
= H̃.

Полученная система не имеет решения: из первой группы уравнений
следует ∂2F/∂q̃i∂p̃i = −1, из второй — ∂2F/∂q̃i∂p̃i = 0. ¥

При решении многих вопросов, связанных с каноническими пре-
образованиями, можно ограничиться случаем c = 1 (см., например,
§ 31). Во многих книгах по аналитической механике и теоретической
физике иная возможность (c 6= 1) и не упоминается.

Определение 28.1. Каноническое преобразование при c = 1 на-
зывается унивалентным.

3. q, q̃. В качестве недостатков набора независимых переменных
q, p (аналогично q̃, p̃) можно отметить громоздкость уравнений (28.2)
для производящей функции F и то, что производящая функция F
не определяет (в cовокупности с валентностью) однозначно кано-
нического преобразования (см. замечание 28.1). Оба недостатка мо-
гут быть устранены, если в качестве независимых переменных брать
другие наборы. Одним из таких наборов является набор t, q, q̃, кото-
рый будем называть свободным. Название оправдано тем, что диф-
ференциалы от этих переменных находятся в формуле (27.15) «на
свободе». Переменные t, q, q̃ не для каждого преобразования могут
быть приняты в качестве независимых. Это возможно, если оставши-
еся переменные p, p̃ могут быть выражены через свободные. Такое
выражение осуществимо, если для преобразования (27.12) справед-
ливо

det
∥∥∥∥

∂q̃i(t,q,p)
∂pk

∥∥∥∥ 6= 0. (28.9)

Тогда зависимость p(t,q,q̃) найдется из первых n уравнений в (27.12),
а зависимость p̃(t,q,q̃) найдется в результате подстановки p(t,q,q̃) в
последние n уравнений (27.12). Преобразованию (27.12) при условии
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(28.9) можно придать эквивалентную форму

pi = pi(t,q,q̃),

p̃i = p̃i(t,q,q̃), i = 1, n.
(28.10)

Для обратного перехода (28.10) −→ (27.12) нужно первые n уравне-
ний в (28.10) разрешить относительно q̃ (соответствующая матрица
Якоби является обратной по отношению к матрице, участвующей
в (28.9), поэтому невырождена), результат разрешения подставить
в последние n уравнений. Как будет показано далее, по функци-
ям (28.10) удобно судить о каноничности исходного преобразования
(27.12), и поиск преобразования, удовлетворяющего определенным
свойствам, также удобно вести в терминах функций (28.10).

Определение 28.2. Неособенное преобразование (27.12) назы-
вается свободным, если для него выполнено условие (28.9).

Пусть преобразование (27.12) является свободным. Сделаем при
помощи (28.10) переход в (27.15) к независимым переменным t, q, q̃ :

n∑

i=1

p̃(t,q,q̃)idq̃i − H̃(t,q̃,p̃(t,q,q̃))dt =

= c(
n∑

i=1

pi(t,q,q̃)dqi −H(t,q,p(t,q,q̃))dt)− (28.11)

−∂S

∂t
dt−

n∑

i=1

∂S

∂qi
dqi −

n∑

i=1

∂S

∂q̃i
dq̃i.

Введено обозначение для производящей функции

S(t,q,q̃) = F (t,q̃,p̃(t,q,q̃)).

Приравнивая в (28.11) коэффициенты при одинаковых дифферен-
циалах, получим связь между функциями Гамильтона:

H̃(t,q̃,p̃(t,q,q̃)) =
∂S

∂t
+ cH(t,q,p(t,q,q̃)) (28.12)

и систему уравнений, которая связывает каноническое преобразова-
ние в форме (28.10) с производящей функцией S :

∂S

∂qi
= cpi(t,q,q̃),

∂S

∂q̃i
= −p̃i(t,q,q̃).

(28.13)
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Каноничность преобразования (27.12) определяется условиями ин-
тегрируемости системы (28.13), наложенными на функции (28.10):

∂2S

∂qi∂ql
= c

∂pi(t,q,q̃)
∂ql

?= c
∂pl(t,q,q̃)

∂qk
, . . .

Пример 28.4. Преобразование (27.4) из примера 27.1 удовлетво-
ряет условию свободности (28.9) и представляется в форме (28.10):

p = q̃,

p̃ = qeq̃.

Система (28.13) в данном случае имеет вид

∂S

∂q
= cq̃,

∂S

∂q̃
= −qeq̃

и ни при каком значении числа c не является интегрируемой: из пер-
вого уравнения ∂2S/∂q∂q̃ = c, из второго уравнения ∂2S/∂q∂q̃ = −eq̃.
Преобразование (27.4) — неканоническое.

Пример 28.5. Преобразование (27.8) из примера 27.2 удовлетво-
ряет условию свободности (28.9) и представляется в форме (28.10):

p = q̃,

p̃ = q + eq̃.

Система (28.13) в данном случае имеет вид

∂S

∂q
= cq̃,

∂S

∂q̃
= −q − eq̃

и при c = −1 интегрируема: из первого уравнения ∂2S/∂q∂q̃ = c, из
второго уравнения ∂2S/∂q∂q̃ = −1. Преобразование (27.8) — канони-
ческое с валентностью c = −1 и производящей функцией S = −qq̃−eq̃.

В отличие от производящей функции F (t,q,p) в независимых пе-
ременных t, q, p (аналогичная ситуация в переменных t, q̃, p̃) функ-
ция S(t,q,q̃) по настоящему «производит» : при помощи (28.13) по
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функции S(t,q,q̃) и валентности c 6= 0 однозначно находятся фор-
мулы (28.10). Для перехода к виду (27.12) надо решить первые n
уравнений системы (28.10) относительно q̃ и подставить q̃(t,q,p) в
оставшиеся уравнения (28.10). Уравнения pi = pi(t,q,q̃) решаются от-
носительно q̃i при условии на матрицу Якоби (используются первые
n уравнений системы (28.13))

det
∥∥∥∥

∂pi(t,q,q̃)
∂q̃k

∥∥∥∥ =
1
cn

det
∥∥∥∥

∂2S(t,q,q̃)
∂qi∂q̃k

∥∥∥∥ 6= 0.

Таким образом, каноническое преобразование (27.12) однозначно опре-
деляется производящей функцией S(t,q,q̃) и валентностью c 6= 0 при
условии

det
∥∥∥∥

∂2S(t,q,q̃)
∂qi∂q̃k

∥∥∥∥ 6= 0. (28.14)

Например, функция S = qq̃ и число c = 1 определяют с использова-
нием (28.13) формулы (28.10)

p = q̃, p̃ = −q.

и свободное унивалентное каноническое преобразование (27.12)

q̃ = p, p̃ = −q. (28.15)

Отметим определенный ущерб переменных q, q̃. Очевидно, что
тождественное преобразование q̃i = qi, p̃i = pi переводит любую
гамильтонову систему в гамильтонову, т. е. оно является канониче-
ским, но оно не является свободным — не выполнено условие (28.9).
Одно из следствий этого обстоятельства: совокупность свободных
канонических преобразований не есть группа преобразований. Дру-
гое следствие: не везде определена главная функция Гамильтона (см.
определение 29.1) — производящая функция одного из важных ка-
нонических преобразований (преобразование фазового пространства
фазовым потоком гамильтоновой системы). Указанный ущерб устра-
няется, в частности, следующим выбором независимых переменных.

4. q, p̃. Выбор возможен при следующем условии для преобразо-
вания (27.12):

det
∥∥∥∥

∂p̃i(t,q,p)
∂pk

∥∥∥∥ 6= 0. (28.16)
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При выполнении (28.16) зависимость pi(t,q,p̃) находится из послед-
них n уравнений преобразования (27.12), а зависимость q̃i(t,q,p̃) —
подстановкой pi(t,q,p̃) в первые n уравнений. Преобразование (27.12)
в независимых переменных q, p̃ принимает вид

pi = pi(t,q,p̃),

q̃i = q̃i(t,q,p̃), i = 1, n.
(28.17)

Определение 28.3. Преобразование (27.12) будем называть по-
лусвободным, если для него выполнено условие (28.16).

«Полусвобода» заключается в том, для размещения дифференци-
алов dq, dp̃ «на свободе» требуется применить некоторые усилия, а
именно, заменить условие каноничности (27.15) эквивалентной фор-
мулой

−
n∑

i=1

q̃idp̃i − H̃dt = c(
n∑

i=1

pidqi −Hdt)− dΦ(t,q,p̃), (28.18)

где обозначено

Φ = F +
n∑

i=1

p̃iq̃i,

и предполагается, что вместо переменных q̃, p подставлены функ-
ции (28.17) (в том числе и в H, H̃). Равенство (28.18) определяет
взаимосвязь

H̃(t,q̃(t,q,p̃),p̃) =
∂Φ(t,q,p̃)

∂t
+ cH(t,q,p(t,q,p̃)) (28.19)

функций Гамильтона и систему

∂Φ
∂qi

= cpi(t,q,p̃),

∂Φ
∂p̃i

= q̃i(t,q,p̃),
(28.20)

интегрируемость которой при некотором числе c 6= 0 гарантирует
каноничность преобразования (27.12). Аналогично свободным пре-
образованиям пара c 6= 0, Φ(t,q,p̃) при выполнении условия

det
∥∥∥∥

∂2Φ(t,q,p̃)
∂qi∂p̃k

∥∥∥∥ 6= 0. (28.21)
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единственным образом порождает полусвободное каноническое пре-
образование (27.12). К примеру, пара c = 1, Φ = qp̃ ((28.21) выпол-
нено) определяет при помощи (28.20) систему (28.17): q̃ = q, p = p̃,
разрешив которую относительно q̃, p̃, получим полусвободное тож-
дественное преобразование: q̃ = q, p̃ = p.

Пример 28.6. Преобразование (27.8) из примера 27.2 удовле-
творяет условию полусвободности (28.16) и представляется в форме
(28.17):

p = ln(p̃− q),

p̃ = ln(p̃− q).

Система (28.20) в данном случае имеет вид

∂Φ
∂q

= c ln(p̃− q),

∂Φ
∂p̃

= ln(p̃− q)

и при c = −1 интегрируема: из первого уравнения ∂2Φ/∂q∂p̃ = c/(p̃−q),
из второго уравнения ∂2Φ/∂q∂p̃ = −1/(p̃− q). Преобразование (27.8)
— каноническое с валентностью c = −1 и производящей функцией

Φ = (p̃− q) ln(p̃− q)− (p̃− q).

До сих пор в построениях участвовали следующие наборы неза-
висимых переменных: 1. q, p; 2. q̃, p̃; 3. q, q̃; 4. q, p̃. Переменные
3.q,q̃, 4.q,p̃ в качестве независимых удобны для синтеза каноническо-
го преобразования. Например, в § 31 решается вопрос нахождении
унивалентного канонического преобразования, в результате которого
конкретная гамильтонова система упростится до «дальше некуда» .
Поиск преобразования в форме (28.10) или (28.17) позволяет вместо
2n функций, определяющих каноническое преобразование (27.12),
составить и по возможности решить уравнение относительно одной
функции S (или Ф), по которой однозначно определяется преобразо-
вание (27.12). Не для каждого преобразования (27.12) выполняется
одно из условий (28.9) или (28.6), в чем можно убедиться на примере
(преобразование каноническое с c = 1 и F = p1q1 в (27.15))

q̃1 = −p1, q̃2 = q2, p̃1 = q1, p̃2 = p2. (28.22)
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Доказывается1, что для любого преобразования (27.12) — (27.14) су-
ществует набор 2n переменных

q1, . . . ,ql, pl+1, . . . ,pn, q̃1, . . . ,q̃m, p̃m+1, . . . ,p̃n (28.23)

(возможно с перенумерацией), которые могут быть приняты за неза-
висимые, т. е. прочие переменные выражаются через них. В преоб-
разовании (28.22) в качестве независимых переменных можно взять
переменные (28.23):

q1, q2, q̃1, p̃2. (28.24)
Остальные переменные выражаются через них следующим образом:

p1 = −q̃1, p2 = p̃2, q̃2 = q2 p̃1 = q1. (28.25)

Набор (28.23) характерен отсутствием в нем пар qi, pi и q̃i, p̃i, что
позволяет, аналогично тому, как это было сделано в случае 4.q, p̃, эк-
вивалентной заменой равенства (27.15) добиться того, чтобы диффе-
ренциалы от переменных (28.23) и только от них были «на свободе».
Для преобразования (28.22) результат таков:

p̃1dq̃1 − q̃2dp̃2 − H̃dt = c(p1dq1 + p2dq2 −Hdt)− dU,

где обозначено

U(t,q1,q2,q̃1,p̃2) = F + q̃2p̃2 = F + q2p̃2.

Также на примере преобразования (28.22) приведем результат при-
равнивания коэффициентов при дифференциалах от независимых
переменных:

H̃(q̃1,q̃2,p̃1,p̃2) =
∂U

∂t
+ cH(q1,q2,p1,p2) (28.26)

с подстановкой в обе части (28.25),
∂U

∂q1
= cp1 = −cq̃1,

∂U

∂q2
= cp2 = cp̃2,

∂U

∂q̃1
= −p̃2 = −q1,

∂U

∂p̃2
= q̃2 = q2.

(28.27)

1Гантмахер Ф.Р. Лекции по аналитической механике—2-е изд.—М.: Наука,
1966. 300 с., § 29, c.176.
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Исследование системы (28.27) на интегрируемость приводит к ре-
зультату c = 1, U = −q1q̃2+q2p̃2, по которому можно осуществить об-
ратный переход: при помощи системы (28.27) к — уравнениям (28.25)
и далее — к преобразованию (28.22).

§ 29. Фазовый поток гамильтоновой системы и
канонические преобразования

Естественным классом канонических преобразований является
фазовый поток: совокупность преобразований {q0, p0} −→ {q, p}
фазового пространства, которые определяются при разных фикси-
рованных значениях t общим решением

qi = qi(t,q0,p0),

pi = pi(t,q0,p0), i = 1, n,
(29.1)

гамильтоновой системы, заданной некоторой функцией Гамильтона
H(t,q,p). При t = t0 преобразование (29.1) является тождественным
qi = q0

i , pi = p0
i с якобианом (27.13) равным единице, поэтому при

близких к t0 значениях t преобразование обратимо:

q0
i = q0

i (t,q,p),

p0
i = p0

i (t,q,p), i = 1, n.
(29.2)

Функции, задающие преобразование (29.2), — первые интегралы си-
стемы, для них в соответствии с определением 20.1 выполняется

q̇0
i = 0, ṗ0

i = 0,

т. е. они есть решение гамильтоновой системы, заданной функцией
Гамильтона H0 = 0.

Теорема 29.1. Преобразование {q0, p0} −→ {q, p}, заданное об-
щим решением (29.1) гамильтоновой системы, и обратное ему (29.2)
— унивалентные канонические преобразования. Производящая функ-
ция преобразования (29.2) — действие по Гамильтону (21.1)

W (t,q0,p0) =

t∫

t0

L(s,q(s,q0,p0),q̇(s,q0,p0))ds, (29.3)
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в подынтегральное выражение которого подставлено преобразование
(29.1), нижний предел t0 фиксирован (значению t0 соответствуют
q0, p0 в (29.1) — (29.3)), верхний предел t является переменным.
Производящая функция обратного к (29.2) преобразования (29.1):
−W .

¤ Пусть система определена функциями Лагранжа L(t,q,q̇) и Га-
мильтона H(t,q,p). На решении q̄(t), p̄(t), соответствующем началь-
ным данным t0, q̄0, p̄0, фиксируем произвольный текущий момент
t = t̄1 и проварьируем (см. определение 21.1) решение специаль-
ным образом: а именно, включим в однопараметрическое семейство
q(t,α) (q(t,0) = q̄(t)) прямых путей — решений с начальными данны-
ми

t0(α) ≡ t0, q0
i (α) = qi(t0,α), q̇0

i (α) = q̇i(t0,α),

p0
i (α) = p(t0,α) =

∂L(t0,q0(α),q̇0(α))
∂q̇i

.
(29.4)

В отличие от общего случая не варьируется начальный момент t0(α) ≡ t0
(ср. рис. 21.2 и рис. 29.1). Конечные точки у представителей семей-
ства q(t,α) определяются зависимостью t1(α):

t1(α), q1
i (α) = qi(t1(α),α), q̇1

i (α) = q̇i(t1(α),α),

p1
i (α) = p(t1(α),α) =

∂L(t1(α),q1(α),q̇1(α))
∂q̇i

.
(29.5)

 
 

t  

q  

0 ( )q α  

0t  

1( )t α  
( )q t  

1α = −  

0α =  

1α =  

1( )q α  

Рис. 29.1

На рис. 29.1 изображен результат варьирования. К изображению
можно отнестись как к проекции части трубки прямых путей на под-
пространство (t, q) : кривая начальных точек t0(α) ≡ t0, q0(α) —
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проекция некоторого изохронного контура C̄0 (см. рис. 24.2), кривая
конечных точек t1(α), q1(α) — проекция любого другого согласо-
ванного с C̄0 контура C. Семейство решений при фиксированном зна-
чении t0 однозначно определено функциями t1(α), q0(α)), p0(α).
Подставим эти функции в (29.3), вычислим дифференциал dW, по-
лучим соотношение

dW (t1,q0,p0) =

=
∂W

∂t1
dt1 +

n∑

i=1

(
∂W

∂q0
i

dq0
i +

∂W

∂p0
i

dp0
i

)
=

=

{
∂W

∂t1

dt1
dα

+
n∑

i=1

(
∂W

∂q0
i

dq0
i

dα
+

∂W

∂p0
i

dp0
i

dα

)}
dα =

=
dW

dα
dα = δW.

(29.6)

Из (29.6) следует, что полный дифференциал dW совпадает при дан-
ном варьировании с вариацией (см. определение 21.2) и определяется
формулой (21.3), которая при α = 0 с учетом специфики использо-
ванного варьирования (см. (29.4), (29.5)) принимает вид

dW (t,q0,p0) =
n∑

i=1

pidqi −H(t,q,p)dt−
n∑

i=1

p0
i dq0

i . (29.7)

Интегральное выражение в (21.3) равно нулю, так как все предста-
вители семейства q(t,α) удовлетворяют уравнениям Лагранжа, δt во
второй квадратной скобке в (21.3) равно нулю, вследствие t0(α) ≡ t0.
К замене δq, δt, δq0 на dq, dt, dq0 привели вычисления, аналогич-
ные (29.6). Значение α = 0 определяет решение q(t,0) = q̄(t), со-
ответствующее начальным данным t = t0, q̄0 = q0(0), p̄0 = p0(0)
и текущим значениям t = t̄1 = t1(0), q = q1(0) = q̄(t̄1) = q̄(t),
p = p1(0) = p̄(t̄1) = p̄(t) (ввиду произвольности исходного решения в
(29.7) сделана замена q̄0, p̄0, q̄, p̄ на q0, p0, q, p.)

Соотношение (29.7), записанное иначе
n∑

i=1

p0
i dq0

i =
n∑

i=1

pidqi −H(t,q,p)dt− dW (t,q0,p0), (29.8)

совпадает с равенством (27.15) и подтверждает унивалентность и
каноничность преобразования (29.2). Подтверждает также, что пе-
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ременным q0, p0 соответствует функция Гамильтона H0 ≡ 0. Унива-
лентность, каноничность и вид производящей функции у преобразо-
вания (29.3) подтверждается следствием 1 из теоремы 27.1. ¥

Вывод и запись условия каноничности (29.8) преобразования (29.2)
сделаны при выборе независимых переменных q̃, p̃ (роль q̃, p̃ игра-
ют в данном случае переменные q0, p0). Если выразить pi(t,q,q0) из
первых n уравнений преобразования (26.40), и подставить pi(t,q,q0)
в последние n уравнений (или выразить p0

i (t,q,q
0) из первых n урав-

нений преобразования (29.1) и подставить p0
i (t,q,q

0) в последние n
уравнений), то преобразования (29.1), (29.2) запишутся в свободном
виде (28.7)

pi = pi(t,q,q0),

p0
i = p0

i (t,q,q
0), i = 1, n.

(29.9)

Возможность перехода от (29.1) или (29.2) к (29.9), влечет возмож-
ность и обратного перехода: для возврата (29.9) −→ (29.2) требу-
ется из первых n уравнений (29.9) выразить q0

i (t,q,p) и подставить
в последние n уравнений; для перехода (29.9) −→ (29.1) требуется
из последних n уравнений (29.9) выразить qi(t,q0,p0) и подставить
в первые n уравнений. Возможность обратного перехода связана с
выполнением для (29.9) одного из условий

det
∥∥∥∥

∂pi(t,q,q0)
∂q0

k

∥∥∥∥ 6= 0, det
∥∥∥∥

∂p0
i (t,q,q

0)
∂qk

∥∥∥∥ 6= 0. (29.10)

Подстановка (29.9) в равенство (29.8) приводит к условию канонич-
ности (28.11) в независимых переменных t, q, q0:

n∑

i=1

p0
i dq0

i =
n∑

i=1

pidqi −H(t,q,p)dt−

−∂W (t,q,q0)
∂t

dt−
n∑

i=1

∂W (t,q,q0)
∂qi

dqi −
n∑

i=1

∂W (t,q,q0)
∂q0

i

dq0
i .

(29.11)

Для производящей функции W (t,q,q0) в переменных t, q, q0 принято
следующее название.

Определение 29.1. Действие по Гамильтону (29.3), в котором
переменная p0 понимается как функция p0(t,q,q0) (см. (29.9)), назы-
вается главной функцией Гамильтона W (t,q,q0).
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Равенство (29.11) определяет следующую связь между главной
функцией Гамильтона W (t,q,q0), гамильтонианом H(t, q, p) и общим
решением, представленным функциями (29.9):

∂W (t,q,q0)
∂qi

= pi(t,q,q0), (29.12)

∂W (t,q,q0)
∂q0

i

= −p0
i (t,q,q

0), (29.13)

∂W (t,q,q0)
∂t

+ H(t,q,p(t,q,q0)) = 0. (29.14)

Главная функция Гамильтона W (t,q,q0) при помощи равенств (29.12),
(29.13) определяет каноническое преобразование в форме (29.9), а га-
рантия (29.10) возможности перехода к общему решению (29.1) или к
полному набору первых интегралов (29.2) представляется с исполь-
зованием W (t,q,q0) следующим образом

det
∥∥∥∥

∂2W (t,q,q0)
∂qi∂q0

k

∥∥∥∥ 6= 0. (29.15)

Подстановка (29.12) в (29.14)

∂W

∂t
+ H(t,q,

∂W

∂q
) = 0 (29.16)

с учетом (29.15) дает возможность сделать вывод, что главная функ-
ция Гамильтона W (t,q,q0) есть полный интеграл уравнения Гамиль-
тона–Якоби (см. далее определения 31.1 и 31.2). Рассуждения, кото-
рые привели к главной функции Гамильтона W (t,q,q0) и к полному
интегралу уравнения (29.16), основаны на предположении о том, что
преобразование (29.1) — свободное (см. определение 28.2), т. е. воз-
можен переход (29.1) −→ (29.9). К сожалению, это не всегда так.
Заведомо это не так при t = t0 :

qi = qi(t0,q0,p0) = q0
i , pi = pi(t0,q0,p0) = p0

i ,

а тождественное преобразование не является свободным. Аналогич-
ная ситуация при t = tf , где tf определяет кинетический фокус,
сопряженный с положением t0, q0 (см. определение 23.1). В экзотиче-
ском, но не отвергаемом случае H ≡ 0 (qi(t) ≡ q0

i , pi(t) ≡ p0
i ) главная

функция Гамильтона W (t,q,q0) при любом значении t не определена.
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Пример 29.1. Линейному осциллятору соответствуют функции
Лагранжа и Гамильтона:

L =
1
2
(q̇2 − ω2q2), H =

1
2
(p2 + ω2q2).

Общее решение (29.1) уравнений Гамильтона (27.1) (t0 = 0)

q = q0 cosωt + p0 sinωt

ω
,

p = −q0ω sin ωt + p0 cosωt

(29.17)

— каноническое преобразование q0, p0 −→ q, p. Подстановка q(t) в
действие по Гамильтону (29.3), интегрирование, приводящее к W (t, q, q0),
и замена p0 функцией p0(t, q, q0), найденной из первого уравнения
системы (29.17), приводит к главной функции Гамильтона

W (t,q,q0) =
1
2
[q2 + (q0)2]ωctgωt− ωqq0

sin ωt
, (29.18)

которая не определена при ωt = kπ, k = 0,±1,±2, . . . , в частности,
при t = t0 = 0. На интервалах, не содержащих значений ωt = kπ,
функция (29.18) удовлетворяет условию (29.15), уравнению (29.16)
и по ней с привлечением уравнений (29.12), (29.13) можно восстано-
вить общее решение (29.1).

Построения, основанные на свободности преобразования (29.1),
т. е. на возможности пользоваться независимыми переменными q, q0,
привели к главной функции Гамильтона W (t,q,q0) — производящей
функции унивалентного канонического преобразования (29.2). Ана-
логичные построения можно провести при выборе независимых пере-
менных q, p̃ (в данном случае q, p0) — полусвободных преобразова-
ний по определению 28.3. Условие полусвободности (28.13) при зна-
чениях t близких к t0 выполнено (в (29.2) при t = t0: q0

i = q0
i (t0, q, p) =

= qi, p0
i = p0

i (t0,q,p) = pi)

det
∥∥∥∥

∂p0
i (t,q,p)
∂pk

∥∥∥∥ 6= 0,

и преобразования (29.1), (29.2) представимы в форме (28.14)

q0
i = q0

i (t,q,p0),

pi = pi(t,q,p0), i = 1, n.
(29.19)
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Замена условия каноничности (29.8) эквивалентным условием (см.
(28.15))

−
n∑

i=1

q0
i dp0

i =
n∑

i=1

pidqi −Hdt− d(W +
n∑

i=1

p0
i q

0
i ), (29.20)

переход в (29.20) при помощи (29.19) к полусвободным переменным
t, q, p0 введение обозначения

V (t,q,p0) = W (t,q0(t,q,p0),p0) +
n∑

i=1

p0
i q

0(t,q,p0), (29.21)

раскрытие дифференциала и приравнивание коэффициентов при диф-
ференциалах от независимых переменных приводит к соотношени-
ям, аналогичным (29.12), (29.13), (29.16):

∂V (t,q,p0)
∂qi

= pi(t,q,p0), (29.22)

∂V (t,q,p0)
∂p0

i

= q0
i (t,q,p0), (29.23)

∂V

∂t
+ H(t,q,

∂V

∂q
) = 0. (29.24)

Условия

det
∥∥∥∥

∂pi(t,q,p0)
∂p0

k

∥∥∥∥ 6= 0, det
∥∥∥∥

∂q0
i (t,q,p0)
∂qk

∥∥∥∥ 6= 0

возможности возврата от равенств (29.19) к преобразованиям (27.2),
(29.1) при t близким к t0 выполнены и при помощи (29.22), (29.23)
принимают следующий вид

det
∥∥∥∥

∂2V (t,q,p0)
∂qi∂p0

k

∥∥∥∥ 6= 0. (29.25)

Определение 29.2.Функцию V (t,q,p0), заданную формулой (29.21),
назовем полуглавной функцией Гамильтона.Функция W (t,q0,p0)
в (29.21) — действие по Гамильтону (29.3), а зaвисимость q0(t,q,p0)
находится или из общего решения (29.1) вычислением q0 из первых

165



n уравнений или вычислением p из последних n уравнений в (29.2)
и подстановкой в первые n уравнений.

Как следует из (29.24), (29.25), определений 31.1, 31.2, полуглав-
ная функция Гамильтона V (t,q,p0) также как и главная функция Га-
мильтона W (t,q,q0) является полным интегралом уравнения Гамиль-
тона–Якоби.

Пример 29.2. Вычислим функцию V (t,q,p0) для линейного ос-
циллятора из примера 29.1. Из первого уравнения в общем реше-
нии (29.17) находится зависимость q0(t,q,p0), которая подставляет-
ся в формулу (29.22) (предполагается, что зависимость W (t,q0,p0) в
результате интегрирования в (29.3) получена). Итогом вычислений
является полуглавная функция Гамильтона

V (t,q,p0) =
qp0

cos ωt
− 1

2
[
(p0)2 + ω2q2

] tgωt

ω
(29.26)

— производящая функция унивалентного канонического полусвобод-
ного преобразования (29.2) (−V — производящая функция преобра-
зования (29.1)). Функция (29.25) определена на интервалах, не со-
держащих значений

ωt = kπ +
π

2
, k = 0,± 1,± 2, . . . ,

и по ней с привлечением уравнений (29.22), (29.23) можно восстано-
вить общее решение (29.1).

Обе функции (29.18) и (29.25) для осциллятора определены не
всюду, но некоторым преимуществом функции V (t,q,p0) по срав-
нению с функцией W (t,q,q0) является то, что для любой системы
при t = t0 функция V (t,q,p0) гарантировано определена, а функция
W (t,q,q0) гарантировано неопределена. Для наглядного сравнения
приведем функции V и W для свободной одномерной частицы (в
(29.18) и (29.25) ω → 0)

W =
1
2t

(q − q0)2,

V = qp0 − t

2
(p0)2.

(29.27)

Обе функции удовлетворяют уравнению Гамильтона–Якоби (см. (29.16)
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и (29.24))
∂S

∂t
+

1
2

(
∂S

∂q

)2

= 0, (29.28)

и по ним восстанавливается общее решение: q = q0 + tp0, p = p0.

Главная и полуглавная функции Гамильтона концентрируют ин-
формацию об общем решении, но для их вычисления требуется общее
решение знать. Порочный круг будут преодолен в § 31.

§ 30. Следствия из основного критерия каноничности.
Инволютивные системы

Приводятся с эскизными доказательствами два условия канонич-
ности — следствия из основного критерия (теоремы 27.1)1. Условия
удобны для анализа — ответа на вопрос: является ли конкретное
преобразование (27.12) каноническим? В формулировках и доказа-
тельствах участвует матрица порядка 2n

J =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . −1
1 . . . 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 1 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

0 −E
E 0

∥∥∥∥ , (30.1)

где E — единичная матрица порядка n.

Теорема 30.1. Преобразование (27.12) является каноническим в
том и только в том случае, если соответствующая преобразованию
матрица Якоби (27.14), результат ее транспонирования MT и матри-
ца (30.1) при некотором числе c 6= 0 связаны соотношением

MT JM = cJ. (30.2)

¤ Факт каноничности преобразования (27.12) эквивалентен ин-
тегрируемости при некотором числе c 6= 0 системы (28.2), а интегри-
руемость, в свою очередь, эквивалентна совпадению двумя спосо-
бами вычисленных всевозможных производных второго порядка от

1Подробности доказательств см.: Гантмахер Ф.Р. Лекции по аналитической
механике—2-е изд.—М.: Наука, 1966. 300 с. § 31, c.184. § 32, с. 187.
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функции F . После переноса в одну часть результаты приравнивания
имеют следующий вид.

∂

∂qi

∂F

∂ql
=

∂

∂ql

∂F

∂qi
:

Ail =
n∑

k=1

(
∂q̃k

∂qi

∂p̃k

∂ql
− ∂q̃k

∂ql

∂p̃k

∂qi

)
= 0.

∂

∂qi

∂F

∂pl
=

∂

∂pl

∂F

∂qi
:

Bil =
n∑

k=1

(
∂q̃k

∂qi

∂p̃k

∂pl
− ∂q̃k

∂pl

∂p̃k

∂qi

)
= cδil.

∂

∂pi

∂F

∂pl
=

∂

∂pl

∂F

∂pi
:

Cil =
n∑

k=1

(
∂q̃k

∂pi

∂p̃k

∂pl
− ∂q̃k

∂pl

∂p̃k

∂pi

)
= 0.

С учетом введенных обозначений Ail, Bil, Cil результат приравнива-
ния можно записать в матричном виде:

∥∥∥∥∥
‖Ail‖ ‖−Bil‖
‖Bil‖ ‖ Cil‖

∥∥∥∥∥ = c

∥∥∥∥
0 −E
E 0

∥∥∥∥ = cJ, (30.3)

где J — матрица (30.1). Перемножение матриц в левой части дока-
зываемого равенства (30.2) (см. (27.14) и (30.1)) приводит к такому
же результату, как и в левой части условия интегрируемости (30.3),
а значит совпадают и правые части. ¥

Теорема 30.2. Преобразование (27.12) является каноническим в
том и только в том случае, если при некотором числе c 6= 0 вычисле-
ние скобок Пуассона (20.3) от функций, определяющих преобразова-
ние (27.12), приводит к результату:

(q̃i,q̃k) = 0, (p̃i,p̃k) = 0, (q̃i,p̃k) = cδik, i, k = 1, n. (30.4)
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¤ Из определения (30.1) матрицы J непосредственно следуют
формулы

J−1 = −J, J2 = −
∥∥∥∥

E 0
0 E

∥∥∥∥ ,

согласно которым справедлива следующая последовательность пре-
образований условия каноничности (30.2):

MT JM JMT = cJ JMT = cJ2MT = −cMT ,

(MT )−1 MT JM JMT = −(MT )−1 cMT = −c,

J−1 JMJMT = −cJ−1,

MJMT = cJ. (30.5)

Последнее равенство — цель преобразований. Перемножение матриц
в левой части (30.5) c использованием обозначений для скобок Пуас-
сона (20.3) и определения (30.1) матрицы J приводит к эквивалент-
ной формуле

∥∥∥∥∥
‖(q̃i,q̃k)‖ ‖−(q̃i,p̃k)‖
‖(q̃i,p̃k)‖ ‖ (p̃i,p̃k)‖

∥∥∥∥∥ = c

∥∥∥∥
0 −E
E 0

∥∥∥∥ ,

которая эквивалентна доказываемым равенствам (30.4). ¥
Отметим, что условия каноничности (30.2) и (30.4) удобны для

анализа преобразования на каноничность, хотя бы потому, что не
требуют дополнительных усилий на выбор независимых координат,
но неудобны для синтеза: каждое из условий (30.2) и (30.4) — си-
стема из n2 нелинейных дифференциальных уравнений относитель-
но функций q̃i(t,q,p), p̃i(t,q,p). При дополнительных условиях для
синтеза канонического преобразования достаточно знать n функций
ϕi(t,q,p) из набора q̃i(t,q,p), p̃i(t,q,p). Одно из условий — инволютив-
ность.

Определение 30.1. Функции ϕi(t,q,p), i = 1, m, находятся в
инволюции (система ϕi(t,q,p), i = 1,m, — инволютивна), если
для скобок Пуассона выполняется

(ϕi,ϕj) = 0, i,j = 1,m. (30.5)

Как следует из теоремы 30.2 (см. (30.4)), среди функций

q̃i(t,q,p), p̃i(t,q,p),
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задающих каноническое преобразование, достаточно много инволю-
тивных систем. По такой системе, состоящей из n функциональ-
но независимых функций, строится каноническое преобразование.
Один из вариантов выбора приводит к следующему результату.

Теорема 30.3. Пусть для инволютивной системы

ϕi(t,q,p), i = 1, n, (30.6)

выполняется
det

∥∥∥∥
∂ϕi(t,q,p)

∂pk

∥∥∥∥ 6= 0. (30.7)

Тогда, не выходя за рамки алгебраических операций и вычисления
интегралов, строится такое свободное унивалентное каноническое
преобразование

q̃i = ϕi(t,q,p), (30.8)

p̃i = p̃i(t,q,p), (30.9)

переход в котором к переменным q̃i определяется функциями ϕi(t,q,p).
¤ Условие инволютивности (30.5) запишем в виде

n∑

k=1

∂ϕi

∂qk

∂ϕj

∂pk
=

n∑

k=1

∂ϕj

∂qk

∂ϕi

∂pk
, (30.10)

позволяющем менять местами индексы i и j. Условие (30.7) дает
возможность алгебраически решить систему (30.8) относительно pi:

pi = ψi(t,q,q̃). (30.11)

Подстановка (30.8) в (30.11) приводит к тождеству

pi = ψi(t,q,ϕ(t,q,p)), (30.12)

дифференцируя которое по pl и qj приходим к равенствам

δil =
n∑

k=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂pl
, (30.13)

0 =
∂ψi

∂qj
+

n∑

k=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂qj
. (30.14)
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Запишем (30.14) иначе

∂ψi

∂qj
= −

n∑

k=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂qj
(30.15)

и, преобразовывая правую часть, докажем формулу

∂ψi

∂qj
=

∂ψj

∂qi
. (30.16)

В преобразованиях: левая часть равенства (30.13) заменяется пра-
вой; согласно (30.10) «перебрасываются» индексы α и k; правая часть
равенства (30.13) заменяется левой; левая часть (30.15) — правой.

∂ψi

∂qj
= −

n∑

k=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂qj
= −

n∑

k,l=1

∂ψi

∂q̃k
δjl

∂ϕk

∂ql
=

= −
n∑

k,l,α=1

∂ψi

∂q̃k

∂ψj

∂q̃α

∂ϕα

∂pl

∂ϕk

∂ql
=

n∑

k,l,α=1

∂ψi

∂q̃k

∂ψj

∂q̃α

∂ϕk

∂pl

∂ϕα

∂ql
=

= −
n∑

l,α=1

δil
∂ψj

∂q̃α

∂ϕα

∂ql
= −

n∑

l,α=1

∂ψj

∂q̃α

∂ϕα

∂qi
=

∂ψj

∂qi

Формула (30.16) есть условие интегрируемости системы

∂S

∂qi
= ψi(t,q,q̃), (30.17)

решение S(t,q,q̃) которой вследствие (30.16) находится квадратурой.
Для S(t,q,q̃) с учетом (30.17), (30.13) и (30.7) выполняется

det
∥∥∥∥

∂2S

∂qi∂q̃k

∥∥∥∥ = det
∥∥∥∥

∂ψi

∂q̃k

∥∥∥∥ = det
∥∥∥∥

∂ϕi(t,q,p)
∂pk

∥∥∥∥
−1

6= 0, (30.18)

т. е. функция S(t,q,q̃) удовлетворяет всем требованиям, предъявляе-
мым к производящей функции свободного унивалентного канониче-
ского преобразования (см. (28.11)). Для построения преобразования
нужно добавить к системе (30.17) систему (см. (28.10))

p̃i = −∂S(t,q,q̃)
∂q̃i

= p̃i(t,q,q̃), (30.19)
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решить уравнение (30.11) относительно q̃i, что приведет к (30.8), и
подставить (30.8) в (30.19). Результат не однозначен: каждому ре-
шению S0(t,q,q̃) системы (30.17) соответствует множество решений
S(t,q,q̃) = S0(t,q,q̃) + S̃(t,q̃) с произвольной функцией S̃(t,q̃). ¥

Следствие. Пусть дополнительно к тому, что система (30.6) ин-
волютивна и выполнено условие (30.7), функции ϕi(t,q,p) — первые
интегралы гамильтоновой системы, соответствующей функции Га-
мильтона H(t,q,p). Тогда система

∂S

∂qi
= ψi(t,q,q̃), i = 1, n,

∂S

∂t
= −H(t,q,ψ(t,q,q̃))

(30.20)

вполне интегрируема, и для любого ее решения S(t,q,q̃) выполняется
условие (30.18) (функции ψi(t,q,q̃) введены в (30.11)).

¤ Для первых интегралов (30.6) выполняется равенство (30.2)

∂ϕk

∂t
+

n∑

l=1

(
∂ϕk

∂ql

∂H

∂pl
− ∂ϕk

∂pl

∂H

∂ql

)
= 0. (30.21)

Дифференцирование тождества (30.12) по t приводит к аналогично-
му
(30.15) равенству

∂ψi

∂t
= −

n∑

k=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂t
.

Подстановка ∂ϕk/∂t из (30.21) и учет тождеств (30.13) — (30.16)
определяет соотношение

∂ψi

∂t
= −

n∑

k,l=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂ql

∂H

∂pl
−

n∑

k,l=1

∂ψi

∂q̃k

∂ϕk

∂pl

∂H

∂ql
=

= −
n∑

l=1

∂ψi

∂ql

∂H

∂pl
−

n∑

l=1

δil
∂H

∂ql
= −∂H

∂qi
−

n∑

l=1

∂H

∂pl

∂ψl

∂qi
,

которое есть часть условий интегрируемости системы (30.20):

∂2S

∂t∂qi
=

∂2S

∂qi∂t
.
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Прочие условия —
∂2S

∂qj∂qi
=

∂2S

∂qi∂qi

— проверены в доказательстве теоремы: см. (30.16). Там же для лю-
бого решения системы (30.17) доказано условие (30.18), а решение
системы (30.20) есть решение и системы (30.17). Аналогично менее
жесткой системе (30.17) любому решению S0(t,q,q̃) системы (30.20)
соответствует множество решений S(t,q,q̃) = S0(t,q,q̃)+ S̃(q̃) с произ-
вольной функцией S̃(q̃). ¥

§ 31. Уравнение Гамильтона-Якоби

Уравнение Гамильтона-Якоби традиционно выводится с привле-
чением свободных канонических преобразований — условие канонич-
ности (27.15) в независимых переменных q, q̃ (см. определение 28.2).
Исходная функция Гамильтона H(t,q,p) и функция H̃(t,q̃,p̃), опре-
деляющая уравнения Гамильтона, в которые переходят в результате
преобразования исходные уравнения, связаны соотношением (28.12).
С привлечением уравнений (28.13) соотношение (28.12) можно запи-
сать так, что связь между гамильтонианами H и H̃ задается только
производящей функцией S(t,q,q̃) и валентностью c 6= 0 :

H̃

(
t,q̃,− ∂S

∂q̃

)
= c

∂S

∂t
+ H

(
t,q,

1
c

∂S

∂q

)
. (31.1)

К соотношению (31.1) можно относиться как к уравнению для на-
хождения S (при заданном числе c). Решение S(t,q,q̃), удовлетворя-
ющее условию (28.14), определит преобразование (27.12), связываю-
щее заданные гамильтоновы системы.

К уравнению Гамильтона-Якоби приводит следующий вопрос: най-
ти такое свободное унивалентное (c = 1) каноническое преобразова-
ние (S(t,q,q̃) =?), в результате которого система с функцией Гамиль-
тона H(t,q,p) перейдет в систему с функцией Гамильтона H̃ ≡ 0. В
переменных t, q̃, p̃ уравнения Гамильтона примут вид

˙̃qi = 0, ˙̃
ip = 0, i = 1, n,

и будут иметь общее решение

q̃i = αi, p̃i = −βi, i = 1, n. (31.2)
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Если вопрос о переходе к H̃ = 0 решится положительно, то есть най-
дется функция S(t,q,q̃) = S(t,q,α), удовлетворяющая условию (28.14)

det
∥∥∥∥

∂2S(t,q,q̃)
∂qi∂q̃k

∥∥∥∥ = det
∥∥∥∥

∂2S(t,q,q̃)
∂qi∂αk

∥∥∥∥ 6= 0, (31.3)

то по S(t,q,α) при помощи (28.13) и (31.3)) найдется общее решение в
исходных переменных t, q, p (учтено переобозначение (31.2) и c = 1):

pi =
∂S(t,q,α)

∂qi
= ψi(t,q,α), i = 1, n, (31.4)

βi =
∂S(t,q,α)

∂αi
= fi(t,q,α), i = 1, n. (31.5)

Для нахождения общего решения

qi = qi(t,α,β),

pi = pi(t,α,β),
i = 1, n, (31.6)

нужно уравнения (31.5) разрешить относительно qi и подставить
qi(t,q,α) в равенства (31.4). Условие (31.3) гарантирует также воз-
можность решить (31.4) относительно αi, что после подстановки αi(t,q,p)
в (31.5) приведет к полному набору первых интегралов

αi = αi(t,q,p),

βi = βi(t,q,p),
i = 1, n. (31.7)

Одновременное существование соотношений (31.6) и (31.7), во-первых,
обеспечивает функциональную независимость первых интегралов (31.7)
(уравнения (31.7) решаются относительно qi, pi, во-вторых, подтвер-
ждает, что (31.6) — общее решение (любому набору начальных усло-
вий t0, q0, p0 уравнения (31.7) ставят в соответствие набор произ-
вольных постоянных αi, βi.

Уравнение для производящей функции S, реализующей переход

H(t,q,p) −→ H̃ ≡ 0,

есть уравнение (31.1) при c = 1, H̃ = 0 :

∂S

∂t
+ H

(
t,q,

∂S

∂q

)
= 0. (31.8)
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Определение 31.1. Уравнение (31.8) — уравнение Гамиль-
тона–Якоби, соответствующее системе, определенной функцией Га-
мильтона H(t,q,p).

Отметим, что, если вопрос о переходе H(t,q,p) −→ H̃ ≡ 0 ре-
шать при помощи полусвободных унивалентных преобразований (см.
определение 28.3), то подстановка в (28.11) H̃ = 0, c = 1, pi = ∂Φ/∂qi

(см. (28.20)) приводит к такому же уравнению, как и уравнение
Гамильтона–Якоби (31.8). Обозначение в этом случае q̃i = βi, p̃i = αi

определит такое же как и (31.3), условие на решение Φ (см. (28.21))
и такие же уравнения (31.4), (31.5) для вычисления общего решения
(31.6) или первых интегралов (31.7) (см. (28.20)).

Сопоставим уравнения Гамильтона–Якоби некоторым механиче-
ским системам, введенным в предыдущих параграфах.

Пример 31.1. Свободная частица:

H =
1
2
p2,

∂S

∂t
+

1
2

(
∂S

∂q

)2

= 0. (31.9)

Пример 31.2. Линейный осциллятор:

H =
1
2
(p2 + ω2q2), (31.10)

∂S

∂t
+

1
2

[(
∂S

∂q

)2

+ ω2q2

]
= 0. (31.11)

Пример 31.3. Движение в поле Всемирного тяготения (см. при-
мер 30.1):

H =
1

2m

(
p2

r +
p2

θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 θ

)
− β

r
. (31.12)

∂S

∂t
+

1
2m

{(
∂S

∂r

)2

+
1
r2

[(
∂S

∂θ

)2

+

+
1

sin2 θ

(
∂S

∂ϕ

)2
]}

− β

r
= 0.

(31.13)
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Спектр решений уравнения в частных производных (31.8) про-
стирается от частных решений до общего решения, зависящего от
произвольных функций. Как было обсуждено, для нахождения дви-
жений системы требуется решение в следующем смысле.

Определение 31.2. Полным интегралом уравнения Гамильто-
на–Якоби (31.8) называется решение

S(t,q1, ..., qn,α1, ..., αn),

зависящее от произвольных постоянных α1, ..., αn и удовлетворяю-
щее условию (31.3).

Полными интегралами уравнения Гамильтона–Якоби являются
главная и полуглавная функции Гамильтона с отождествлением q0 ≡ α
для главной функции, p0 ≡ α — для полуглавной (см. определения
29.1 и 29.2, уравнения 29.15, 29.16, 29.24, 29.25, а также в примерах
29.1 и 29.2 результаты вычислений (29.18), (29.26), (29.27)).

Название — полный интеграл — оправдано тем обстоятельством,
что при переходе: функция Гамильтона → уравнение Гамильтона-
Якоби → полный интеграл, — не происходит потери информации.
По полному интегралу S(t,q1,...,qn,α1,...,αn) вычисляются равенства

∂S

∂t
= g(t,q,α),

∂S

∂qi
= ψi(t,q,α), i = 1, n.

Последние n уравнений решаются относительно αi:

αi = αi

(
t,q,

∂S

∂q

)
,

что возможно в силу условия (31.3). Подстановка αi в первое урав-
нение однозначно определит уравнение Гамильтона–Якоби (31.8).

Полезность уравнения Гамильтона-Якоби заключается в том, что
один из его полных интегралов часто удается найти без громоздких
вычислений и без применения общей теории интегрирования уравне-
ний в частных производных. Один из приемов нахождения полных
интегралов заключается в методе разделения переменных: вме-
сто функции S(t,q,α) многих переменных отыскивается комбинация
функций, каждая из которых является функцией одной переменной.
Наиболее популярной является аддитивная комбинация

S = S0(t) + S1(q1) + . . . + Sn(qn). (31.14)
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Пример 31.4. Применение такой комбинации к уравнению (31.9)
разделит переменные t и q

dS0(t)
dt

= −1
2

(
dS1(q)

dq

)2

= −1
2
α2.

Очевидные решения

S0(t) = −1
2
tα2, S1(q) = αq

приводят к полному интегралу

S = S0 + S1 = −1
2
tα2 + αq. (31.15)

Произвольная постоянная α введена, чтобы удовлетворить опреде-
лению 31.2 полного интеграла. Полный интеграл (31.15) с точно-
стью до обозначений для произвольной постоянной совпадает с по-
луглавной функцией Гамильтона (29.28). Главная функция Гамиль-
тона (29.27) — еще один полный интеграл уравнения (31.9). Отметим
две характерные особенности, проявившиеся в рассмотренном при-
мере: при аддитивном разделении переменных (31.14) для цикличе-
ской координаты qk (∂H/∂qk = 0) можно положить Sk(qk) = αqr,
а в случае обобщенно-консервативной системы (∂H/∂t = 0) — поло-
жить S0(t) = α0t. Подстановка полного интеграла (31.15) в формулы
(31.4), (31.5):

p = α, β = −t + q,

приводит и к общему решению (31.6)

q = t + β, p = α

и к первым интегралам (31.7)

α = p, β = q − t.

Пример 31.5. Подстановка (31.14) в (31.11), как и в предыдущем
примере, разделит переменные —

1
2

[(
dS1(q)

dq

)2

+ ω2q2

]
= −dS0(t)

dt
= α (31.16)
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— и приведет к полному интегралу

S = S0(t) + S1(q) = −αt +
∫ √

2α− ω2q2dq =

= −αt +
1
2
q
√

2α− ω2q2 +
2α

ω2
arcsin

ωq√
2α

.

(31.17)

Два других полных интеграла приведены в § 29: главная (29.18) и
полуглавная (29.26) функции Гамильтона.

Подстановка полного интеграла (31.17) в формулы (31.4), (31.5):

p =
√

2α− ω2q2, β = −t +
∫

dq√
2α− ω2q2

= −t +
1
ω

arcsin
ωq√
2α

— приводит к общему решению (31.6)

q =
√

2α

ω
sin ω(t + β),

p =
√

2α cos ω(t + β)

и к первым интегралам

α =
1
2
(p2 + ω2q2) (= H),

β = −t +
1
ω

arcsin
ωq√

p2 + ω2q2
=

= −t +
1
ω

arctg
ωq

p
.

Пример 31.6. Пример линейного осциллятора с функцией Га-
мильтона (31.10) иллюстрирует, как при помощи уравнения Гамильтона–
Якоби находить движение для целого класса обобщенно–консервативных
систем (H = H(q,p)) с одной степенью свободы при дополнительном
условии

∂H/∂p 6= 0,

которое дает возможность равенство

H(q,p) = h (31.18)
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разрешить относительно p

p = f(q,h). (31.19)

Разделение переменных (31.14) в уравнении Гамильтона–Якоби (31.8)
приведут к аналогичному (31.16) уравнению

H

(
q,

dS1(q)
dq

)
= −dS0(t)

dt
= h

и к аналогичному (31.17) полному интегралу

S = −ht +
∫

f(q,h)dq

(см. (31.19)), при помощи которого вычисляется общее решение

q = q(t,h,β),

p = p(t,h,β)

и дополнительный к (31.18) первый интеграл w(t,q,p) = β.

Пример 31.7. Разделение переменных (31.14) в уравнении Га-
мильтона-Якоби (31.13) приводит к уравнению

dS0(t)
dt

+
1

2m

{(
dS3(r)

dr

)2

+
1
r2

[(
dS2(θ)

dθ

)2

+

+
1

sin2 θ

(
dS1(ϕ)

dϕ

)2
]}

− β

r
= 0.

(31.20)

Система является обобщенно-консервативной и имеет цикличе-
скую координату ψ, поэтому положим S0 = α0t, S1 = α1ψ. После
подстановки в уравнение , получим в квадратных скобках выраже-
ние , зависящее только от θ. Распорядимся выбором S2(θ) так, чтобы
это выражение равнялось α2. Из уравнения с разделяющимися пе-
ременными находим

S2(θ) =
∫ √

α2 − α2
1

sin2 θ
dθ.
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После подстановки S0, S1, S2, получаем для S3(r) обыкновенное
дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными и ре-
шением

S3(r) =
∫ √

2m

(
β

r
− α0

)
− α2

r2
dr.

Функция

S(t,ψ,θ,r,α0,α1,α2) =
3∑

i=0

Si = α0t + α1ψ+

+
∫ √

α2 − α2
1

sin2 θ
dθ + +

∫ √
2m

(
β

r
− α0

)
− α2

r2
dr

по построению есть решение уравнения (31.13), нетрудно убедиться,
что требование (31.3), предъявляемое к полному интегралу, также
выполнено. Полный интеграл S при помощи (31.4) определит в квад-
ратурах всю совокупность движений в поле Всемирного тяготения и
дополнительные к H, pϕ,z (см. (20.6) — (20.8)) три первых интегра-
ла.

Пример 31.8. Рассмотрим систему с более общей, по сравнению
с (31.12) функцией Гамильтона (см. (20.13))

H(F2(F1(q1,p1),q2,p2),p3,q4,p4). (31.21)

В примере 20.2 приведены четыре первых интеграла (20.14) соответ-
ствующей гамильтоновой системы

F1(q1,p1) = α1,

F2(α1,q2,p2) = α2,

p3 = α3,

H(α2,α3,q4,p4) = α4.

(31.22)

Предполагается, что равенства (31.22) разрешимы относительно обоб-
щенных импульсов

p1 = f1(α1,q1),

p2 = f2(α1,α2,q2),

p3 = α3,

p4 = f4(α2,α3,α4,q4).

(31.23)
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Аналогично переходу (31.13) −→ (31.20), разделение переменных
(31.14) в уравнении Гамильтона–Якоби, соответствующем функции
(31.21), приводит к результату

dS0(t)
dt

+ H

(
F2

(
F1

(
q1,

dS1(q1)
dq1

)
,q2,

dS2(q2)
dq2

)
,

dS3(q3)
dq3

,q4,
dS4(q4)

dq4

)
= 0.

(31.24)

Распорядимся выбором функций S1(q1), . . . ,S4(q4) так, чтобы вы-
полнялось

F1

(
q1,

dS1(q1)
dq4

)
= α1,

F2

(
α1,q2,

dS2(q2)
dq2

)
= α2,

dS3(q3)
dq3

= α3,

H

(
α2,α3,q4,

dS4(q4)
dq4

)
= α4.

(31.25)

С учетом обозначений (31.23) уравнения (31.25) эквивалентны урав-
нениям с разделяющимися переменными

dS1(q1)
dq1

= f1(α1,q1),

dS2(q2)
dq2

= f2(α1,α2,q2),

dS3(q3)
dq3

= α3,

dS4(q4)
dq4

= f4(α2,α3,α4,q4).

(31.26)

Подстановка (31.25) в (31.24) приводит к еще одному уравнению

dS0(t)
dt

+ α4 = 0,
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которое в совокупности с (31.26) определяет полный интеграл

S(t,q1, . . . ,q4,α1, . . . ,α4) = −α4t +
∫

f1(α1,q1)dq1+

+
∫

f2(α1,α2,q2)dq2 + α3q3 +
∫

f4(α2,α3,α4,q4)dq4.

(31.27)

Функция (31.27) является решением уравнения (31.24) по построе-
нию, а условие (31.3):

det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂f1

∂α1
0 0 0

∂f1

∂α1

∂f2

∂α2
0 0

0 0 1 0

0
∂f4

∂α2

∂f4

∂α3

∂f4

∂α4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∂f1

∂α1

∂f2

∂α2

∂f4

∂α4
6= 0,

— выполняется по предположению о возможности перехода (20.14)
−→ (31.23) и обратно. Уравнения (31.4) и (31.5) определят общее ре-
шение (31.6) и восемь первых интегралов (31.7). Четыре из них —
результат решения относительно αi уравнений (31.4) — совпадут с
(20.14). Как отмечалось в конце § 20, удвоение числа первых интегра-
лов — следствие инволютивности функций (20.14). Сформулируем
общий результат.

Теорема 31.1 (Ж.Лиувилль). Пусть для первых интегралов

wi(t,q,p) = αi, i = 1, n (31.28)

(n — количество координат q и количество импульсов p) гамильто-
новой системы, определенной функцией H(t,q,p), выполняется

а) (wi, wk) = 0, i,k = 1, n, — интегралы находятся в инволюции
(см. определение 30.1);

б) уравнения (31.28) разрешимы относительно p:

pi = ψi(t,q,α), i = 1, n. (31.29)

Тогда, не выходя за рамки алгебраических операций и квадратур, по
функциям wi(t,q,p), i = 1, n, вычисляется полный интеграл S(t,q,α)
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соответствующего H уравнения Гамильтона–Якоби (31.8) и дополни-
тельные к (31.28) первые интегралы wn+i(t,q,p), i = 1, n.

¤ Как было доказано в следствии из теоремы 30.2, система

∂S

∂qi
= ψi(t,q,α), i = 1, n,

∂S

∂t
= −H(t,q,ψ(t,q,α))

(31.30)

(ψi — функции из (31.29)) вполне интегрируема, и для любого реше-
ния S(t,q,α) выполняется условие (31.3). Подстановка ψi из первых
n уравнений системы (31.30) в последнее уравнение приводит к вы-
воду, что любое решение S(t,q,α) системы (31.30) есть полный инте-
грал сответствующего уравнения Гамильтона–Якоби. При помощи
уравнений (31.4), (31.5) (уравнения (31.4) совпадают с первыми n
уравнениями из (31.30)) вычисляются 2n функционально независи-
мых первых интеграла (первые n интегралов совпадают с (31.28)).
Система (31.30) эквивалентна уравнению в полных дифференциалах

dS(t,q,α) =
n∑

i=1

ψi(t,q,α)dqi −H(t,q,ψ(t,q,α))dt,

которое, как известно3, интегрируется в квадратурах. Одно из ре-
шений

S(t,q,α) =

1∫

0

{
n∑

i=1

qiψi(ts,qs,α)dqi−

−tH(ts,qs,ψ(ts,qs,α))}ds.¥

(31.31)

Утверждение теоремы 31.1 открывает параллельный путь, минуя
уравнение Гамильтона–Якоби, вычисления полного интеграла (см.
(31.31)) и общего решения (31.6) уравнений Гамильтона. Приведен-
ные выше примеры показывают, что удовлетворяющие условиям тео-
ремы 31.1 первые интегралы «поставляют» теоремы 20.2, 20.3, 20.5
(циклическая и отделимая переменные, обобщенно–консервативные
системы). Не исключено, что существуют другие «честные» приме-
ры систем, для которых легко вычисляются или «угадываются» пер-
вые интегралы (31.28) в инволюции, разрешимые относительно обоб-
щенных импульсов. К «нечестным» примерам приводит следующий

3Хартман Ф. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.: Мир, 1970.
420 с.
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способ. По известному полному интегралу, например, по главной или
полуглавной функциям Гамильтона, (см. определения 29.1, 29.2), вы-
числяются первые интегралы (31.7). Функции αi(t,q,p), i = 1, n, в
(31.7) удовлетворяют всем условиям теоремы 31.1. Условие а) спра-
ведливо в силу теоремы 30.2: преобразование (31.7) каноническое,
переменные αi, βi играют роль q̃i, p̃i. Условие б) выполнено по по-
строению функций αi(t,q,p) : они есть результат решения уравнений
(31.4) относительно αi, функции (31.4) (они же (31.29)) результат
обратной операции — решения уравнений αi = αi(t,q,p) относитель-
но pi.

Следующий пример показывает, что аддитивная замена перемен-
ных (31.14) в случае обобщенно–консервативной системы первого по-
рядка не всегда приводит к успеху (ср. пример 31.6).

Пример 31.9. В результате канонического преобразования

q̃ = p, p̃ = −q

свободной частице ставится в соответствие функция Гамильтона

H =
1
2
q2

и уравнение Гамильтона–Якоби

∂S

∂t
+

1
2
q2 = 0.

Разделение переменных (31.14)

dS0(t)
dt

+
1
2
q2 = 0

к полному интегралу не приводит. Другой вариант разделения пере-
менных S = S0(t)S1(q) определяет уравнение

dS0(t)
dt

S1(q) +
1
2
q2 = 0

и очевидным образом решает задачу:

S1 =
1
2
q2, S0 = α− t, S =

1
2
q2(α− t);

184



1
2
q2 = β, p = q(α− t);

q =
√

2β, p =
√

2β(α− t).

Разделение переменных — в той или иной форме — в уравнении
Гамильтона–Якоби не является универсальным методом нахождения
движения, но, как показывают примеры 31.6, 31.8, заслуживает вни-
мания, хотя бы за то, что обслуживает достаточно обширные классы
систем.

В следующем примере кроме разделения переменных требуется
некоторая «смекалистость».

Пример 31.10. Системе с функцией Гамильтона

H =
p1 + q2

p2 + q1
(31.32)

соответствует уравнение Гамильтона–Якоби (проведено разделение
переменных (31.14))

dS0(t)
dt

+
(

dS1(q1)
dq1

+ q2

)/(
dS2(q2)

dq2
+ q1

)
= 0.

Выбор S0 = −ht и освобождение от знаменателя делит переменные

dS1(q1)
dq1

− hq1 = h
dS2(q2)

dq2
− q2.

Приравнивание левой и правой части постоянной α и интегрирова-
ние определяет полный интеграл

S = −ht +
1
2h

(α + hq1)2 +
1
2h

(α + q2)2.

Подстановка S в уравнения (31.4) и решение относительно α и h при-
водит к двум первым интегралам в инволюции: один из них H = h,
где H— функция Гамильтона (31.32), другой —

p1p2 − q1q2

p2 + q1
= α. (31.33)
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Уравнения (31.5) после подстановки вместо h функции (31.32) опре-
делят два других первых интеграла

hp1 + p2 = β1,

−t +
1
h

p1q1 − 1
2h2

p2
1 −

1
2
p2
2 = β2.

(31.34)

Функции (31.34) — еще одна пара первых интегралов в инволюции.
Равенства (31.32) — (31.34) неявно определяют движение qi(t), pi(t).
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